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Β. 1. 1 

68. Τι ονομάζεται Τρίγωνο  και ποια τα κύρια στοιχεία του; A

♦ Ονομάζεται τρίγωνο το επίπεδο σχήμα που ορίζε-

ται από τρία μη συνευθειακά σημεία τα οποία

συνδέονται με ευθύγραμμα τμήματα.

βγ

ΓΒ α

♦ Τα κύρια στοιχεία ενός τριγώνου είναι, οι πλευρές

του  και οι γωνίες του

♦ Πλευρές του τριγώνου ονομάζονται τα ευθύ-

γραμμα τμήματα που συνδέουν τις κορυφές του.

♦ Γωνίες του τριγώνου ονομάζονται οι γωνίες που ορίζονται από τις πλευρές του.

69. Ποια είναι τα είδη των τριγώνων ως προς τις πλευρές, και ως προς τις γωνίες τους;

Ένα τρίγωνο  που εξετάζεται ως προς τις πλευρές του λέγεται: 

 ισοσκελές

Α

Β Γ

♦ σκαληνό, αν οι πλευρές του είναι άνισες,

♦ ισοσκελές, αν δύο πλευρές του είναι ίσες,

♦ ισόπλευρο, αν και οι τρεις πλευρές του

είναι ίσες. σκαληνό

A

Β Γ

A

Β ισόπλευρο Γ

Ένα τρίγωνο που εξετάζεται ως προς τις γωνίες του  

 λέγεται: 

♦ οξυγώνιο, αν όλες του οι γωνίες είναι οξείες,

♦ ορθογώνιο, αν μία γωνία του είναι ορθή,

♦ αμβλυγώνιο, αν μία γωνία του είναι αμβλεία.

♦ Ισογώνιο αν όλες οι γωνίες του είναι ίσες

70. Τι ονομάζεται διάμεσος, διχοτόμος, ύψος, τριγώνου.

♦ Διάμεσος ενός τριγώνου ονομάζεται το ευθύγραμμο τμή-

μα που συνδέει μια κορυφή του με το μέσο της  απέναντι

πλευράς.Κάθε τρίγωνο ΑΒΓ έχει τρεις διάμεσους που

συμβολίζονται μα , μβ , μγ αντίστοιχα  και διέρχονται το ίδιο

σημείο. 

♦ Διχοτόμος μιας γωνίας ενός τριγώνου ονομάζεται

το ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει την κορυφή

της γωνίας με την απέναντι πλευρά και διχοτομεί

τη γωνία αυτή.

οξυγώνιο

Α

Β Γ

Γ

ορ
Α Β

θογώνιο

Α

  Β >90°

αμβλυγώνιο
ΓΒ

ισογώνιο 

Α

Α

Β ΓΔ

δα

δ δβ γ

Ο

Ε
Ζ

Β  ΓΜ

μ  α  
μ

μ  γ  
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Κάθε τρίγωνο ΑΒΓ έχει τρεις διχοτόμους που συμβολίζονται δα, δβ, δγ αντίστοιχα και 

διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

♦ Ύψος ενός τριγώνου ονομάζεται το ευθύγραμμο

τμήμα που φέρνουμε από μια κορυφή του κάθετο

προς  την ευθεία της απέναντι πλευράς.

Κάθε τρίγωνο ΑΒΓ έχει τρία ύψη που  συμ-

βολίζονται  υα , υβ , υγ αντίστοιχα  και διέρχονται

το ίδιο σημείο.

Α

Ε 
  υα

 υβ
Ζ υγ

Η

Β Γ Δ

71. Πότε δύο τρίγωνα λέγονται ίσα ;

Δύο τρίγωνα λέγονται ίσα, όταν έχουν τις γωνίες 

τους ίσες και τις ομόλογες πλευρές τους ( πλευρές 

απέναντι από ίσες γωνίες ) ίσες μία προς μία. 

ΔA

=

Έτσι αν τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα τότε:  

l �

� �

�

Α = Δ

Β = Ε

Γ = Ζ

⎫
⎪⎪
⎬
⎪
⎪⎭

�
   Γωνίες           Ομόλογες πλευρές        

AΒ=ΔΕ
ΒΓ = ΕΖ
ΑΓ = ΔΖ

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

Γ ΕΒ Ζ

72. Πότε δύο τρίγωνα  είναι ίσα;

( Κριτήρια ισότητας τριγώνων) 

Κριτήριο (Π. Π. Π.) 

♦ Δύο τρίγωνα είναι ίσα, όταν οι τρεις πλευρές του

ενός είναι ίσες με τις τρεις πλευρές του άλλου μία

προς μία.

ΔA

=

♦ Τα τρίγωνα ΑΒΓ και  ΔΕΖ έχουν:
Γ ΕΒ Ζ

  οπότε είναι  = ΔΕΖ           
AΒ = ΔΕ
ΒΓ = ΕΖ
ΑΓ = ΔΖ

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

ΑΒΓ
+ +

♦ Κριτήριο ( Π. Γ. Π. )

♦ Δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν οι δύο πλευρές και η

περιεχόμενη σ’ αυτές γωνία του ενός είναι ίσες με

τις δύο πλευρές και την περιεχόμενη σ’ αυτές γω-

νία του άλλου αντίστοιχα.

ΔA

=

Ε ΖΒ Γ

♦ Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ έχουν:

         οπότε είναι  =         
� �

AΒ = ΔΕ
ΑΓ = ΔΖ

Α = Δ

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

ΑΒΓ
+

ΔΕΖ
+
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♦ Κριτήριο (Π. Γ. Γ.)

♦ Δύο τρίγωνα είναι ίσα, όταν η μία πλευρά και οι

προσκείμενες σ’ αυτήν γωνίες του ενός είναι ίσες

με την μία πλευρά και τις προσκείμενες σ’ αυτήν

γωνίες του άλλου αντίστοιχα.

Δ A

=

Ε Ζ Γ Β
♦ Τα τρίγωνα  ΑΒΓ και  ΔΕΖ έχουν:

οπότε είναι  =   � �

�

ΒΓ = ΕΖ

Β = Ε

Γ = Ζ

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭�

ΑΒΓ
+

ΔΕΖ
+

73. Πότε δύο ορθογώνια τρίγωνα  είναι ίσα;

 ( Κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων ) 

♦ Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν οι δύο

κάθετες πλευρές του ενός είναι ίσες με τις δύο

κάθετες πλευρές του άλλου.

♦ Τα τρίγωνα  ΑΒΓ και  Α΄Β΄Γ΄   έχουν :

        

l l o=A = Á  90
ΑΒ = Α΄Β΄
ΑΓ = Α΄Γ΄

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

 οπότε είναι    =           ΑΒΓ
+

Α΄Β΄Γ΄
+

Γ΄Γ

Α΄ Β΄ ΒΑ

♦ Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν η

υποτείνουσα  και μία κάθετη πλευρά του ενός εί-

ναι ίσες με την υποτείνουσα και μια κάθετη πλευ-

ρά του άλλου.

♦ Τα τρίγωνα  ΑΒΓ και  Α΄Β΄Γ΄  έχουν :

       

l l o= A =A  90
ΑΒ = Α΄Β΄
ΒΓ = Β΄Γ΄

΄ ⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

 οπότε είναι    =          ΑΒΓ
+

Α΄Β΄Γ΄
+

♦ Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν  η μία

κάθετη πλευρά και η προσκείμενη της οξεία γω-

νία του ενός είναι ίσες με τη μία κάθετη πλευρά

και την  προσκείμενη της  οξεία γωνία του άλλου.

♦ Τα τρίγωνα  ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν:

 1  

l l

� �

o=A =A  90
ΑΒ = Α΄Β΄

Β = Β  

΄

΄

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

    οπότε είναι   =   ΑΒΓ
+

Α΄Β΄Γ΄
+

Α Β

Γ

Α΄ Β΄ 

Γ΄

Γ΄Γ

Α΄ Β΄ ΒΑ
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♦ Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν η μία κά-

θετη πλευρά και η απέναντι της οξεία γωνία του

ενός είναι ίσες  με την μία κάθετη πλευρά και την

απέναντι της οξεία γωνία του άλλου.

♦ Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν:

       

l l

� �

o= A =A  90
ΑΓ = Α΄Γ΄

Β = Β  

΄

΄

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

 οπότε είνα  =          ΑΒΓ
+

Α΄Β΄Γ΄
+

Γ΄Γ

Α΄ Β΄ ΒΑ

♦ Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν η υποτεί-

νουσα  και μία οξεία γωνία του ενός είναι ίσες με

την υποτείνουσα και μία οξεία γωνία του άλλου.

♦ Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν:

        

l l

� �

o= A =A  90
ΒΓ = Β΄Γ΄

Β = Β  

΄

΄

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

 οπότε είναι   =         ΑΒΓ
+

Α΄Β΄Γ΄
+

Γ΄Γ

Α΄ Β΄ ΒΑ

74. Ποια είναι η χαρακτηριστική ιδιότητα των σημείων της μεσοκαθέτου ευθυγράμμου

τμήματος ;

♦ Κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ευθυγράμμου τμήματος ισαπέχει από τα άκρα του.

♦ Κάθε σημείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός ευθυγράμμου τμήματος είναι σημείο της

μεσοκαθέτου του ευθυγράμμου τμήματος.

75. Ποια είναι η χαρακτηριστική ιδιότητα των σημείων της διχοτόμου μιας γωνίας;

♦ Κάθε σημείο της διχοτόμου μιας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της γωνίας.

♦ Κάθε σημείο που ισαπέχει από τις πλευρές μιας γωνίας είναι σημείο της διχοτόμου της.

76. Να αποδείξετε  ότι αν από το μέσο μιας πλευράς ενός τριγώνου φέρουμε παράλληλη

προς μία άλλη πλευρά του , αυτή  διέρχεται  και από το μέσο της τρίτης πλευράς.

Απόδειξη 

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ  και το σημείο Μ μέσο 

της πλευράς του ΑΒ. Από το Μ φέρουμε παράλ-

ληλη προς την ΒΓ που τέμνει την ΑΓ στο σημείο 

Ν. Θα δείξουμε ότι ΑΝ = ΝΓ.  

A
ε

N M

Από το σημείο Α φέρνουμε μια βοηθητική ευθεία 

ε // ΒΓ. Οι παράλληλες ευθείες ε, ΜΝ και ΒΓ ορί-

ζουν ίσα τμήματα στην ΑΒ, άρα θα ορίζουν ίσα 

τμήματα  και στην ΑΓ. Επομένως  ΑΝ = ΝΓ.  

Γ B
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Β. 1. 2 

77. Τι ονομάζεται λόγος δύο ευθυγράμμων τμημάτων και με τι ισούται;

♦ Λόγος ενός ευθύγραμμου τμήματος ΓΔ προς το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, που συμβολίζε-

ται  
ΓΔ
ΑΒ

, ονομάζεται ο αριθμός λ για τον οποίο ισχύει ΓΔ = λ·ΑΒ.

♦ Ο λόγος δύο ευθυγράμμων τμημάτων ισούται με το λόγο των μηκών τους εφόσον έχουν μετρη-

θεί με την ίδια μονάδα μέτρησης.

78. Πότε τα ευθύγραμμα τμήματα α, γ είναι ανάλογα προς τα ευθύγραμμα τμήματα β, δ;

Τα ευθύγραμμα τμήματα α, γ είναι ανάλογα προς τα ευθύγραμμα τμήματα β και δ όταν ισχύει 
α
β

= 
γ
δ

Η ισότητα 
α
β

= 
γ
δ

  ονομάζεται αναλογία με όρους τα ευθύγραμμα τμήματα α, β, γ, δ. 

Τα ευθύγραμμα τμήματα α, δ ονομάζονται άκροι όροι, ενώ τα ευθύγραμμα τμήματα β, γ ο-

νομάζονται μέσοι όροι της αναλογίας. 

79. Ποιες είναι οι σημαντικότερες ιδιότητες των αναλογιών ;

Σε μια αναλογία με όρους τα ευθύγραμμα τμήματα α, β, γ, δ εφαρμόζουμε τις ιδιότητες των 

αναλογιών που ισχύουν και στους αριθμούς χρησιμοποιώντας τα μήκη των ευθυγράμμων 

τμημάτων. Οι σημαντικότερες από τις ιδιότητες αυτές είναι: 

♦ Σε κάθε αναλογία το γινόμενο των ά-

κρων όρων είναι ίσο με το γινόμενο των

μέσων όρων.

α
β

γ
δ

     Αν   τότε α⋅δ = β⋅γ = 

♦ Σε κάθε αναλογία μπορούμε να εναλλά-

ξουμε τους μέσους ή τους άκρους όρους

και να προκύψει πάλι αναλογία.

γ
δ

β
δ

γ
α

α
β

α
γ

δ
β

 Αν  = = =   ή   τότε  

♦ Λόγοι ίσοι μεταξύ τους είναι και ίσοι με

το λόγο που έχει αριθμητή το άθροισμα

των αριθμητών και παρονομαστή το ά-

θροισμα των παρονομαστών.

γ
δ

γ
δ

α
β

α
β

α + γ
β + δ

Αν  =   τότε  = = 

Β. 1. 3 

80. Να διατυπώσετε το θεώρημα του Θαλή  και τις πρό-

ταση που προκύπτουν από αυτό για ένα τρίγωνο.

♦ Όταν παράλληλες ευθείες τέμνουν δύο άλλες ευθείες,

τότε τα τμήματα που ορίζονται στη μια είναι ανάλογα

προς τα αντίστοιχα τμήματα της άλλης.

Δηλαδή αν ε1  // ε2  // ε3  τότε
ΑΒ
Α΄Β΄

 = 
ΒΓ
Β΄Γ΄

 = 
ΑΓ
Α΄Γ΄

δ ζ

Α΄ε1 Α

Β΄Βε2

Γ΄Γε3
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♦ Κάθε παράλληλη προς μια πλευρά τριγώνου χω-

ρίζει τις άλλες πλευρές του, σε ίσους λόγους.

Δηλαδή  αν ΔΕ // ΒΓ τότε
ΑΔ ΑΕ

 = 
ΔΒ ΕΓ

 Αντίστροφα: 

♦ Αν μια ευθεία  που τέμνει δύο πλευρές τριγώνου τις

χωρίζει σε ίσους λόγους, είναι παράλληλη προς την

τρίτη πλευρά.

Δηλαδή  αν
ΑΔ ΑΕ

 = 
ΔΒ ΕΓ

 τότε ΔΕ // ΒΓ 

Β. 1. 4 

81. Τι ονομάζεται ομοιόθετο ενός σημείου Α με κέντρο ομοιοθεσίας δοσμένο σημείο Ο

και λόγο ομοιοθεσίας τον αριθμό λ ;

Ονομάζεται ομοιόθετο ενός σημείου Α με κέντρο ομοιοθεσίας δοσμένο σημείο Ο και λόγο 

ομοιοθεσίας τον αριθμό λ το σημείο Α΄ της ημιευθείας ΟΑ για το οποίο ισχύει ΟΑ΄= λ⋅ΟΑ.   

82. Ποιες είναι οι ιδιότητες δύο ομοιόθετων  πολυγώνων Π και Π΄;

♦ Δύο ομοιόθετα πολύγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες  γωνίες

τους ίσες.

♦ Οι ανάλογες πλευρές δύο ομοιόθετων πολυγώνων που δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία

είναι παράλληλες.

♦ Αν το πολύγωνο Π΄ είναι ομοιόθετο του Π με λόγο λ τότε το Π΄ είναι:

– μεγέθυνση του Π, όταν λ > 1

– σμίκρυνση του Π, όταν 0 < λ < 1 και

– ίσο με το Π, όταν λ = 1.

Β. 1. 4 

83. Πότε δύο πολύγωνα λέγονται όμοια;

Δύο πολύγωνα λέγονται όμοια, όταν το ένα είναι με-

γέθυνση ή σμίκρυνση του άλλου. Αυτό σημαίνει ότι 

έχουν τις γωνίες τους ίσες μία προς μία και τις ομόλο-

γες(αντίστοιχες ) πλευρές τους ανάλογες.  

Έτσι τα πολύγωνα ΑΒΓΔΕ και ΟΚΛΜΝ που έχουν,  

 = �Α �Ο ,  �Β  = ,    = ,  lΚ Γ� �Λ �Δ  = lΜ ,   = �Ε lΝ

 και    
ΑΒ ΒΓ ΓΔ ΔΕ ΕΑ

 =  =  =  =  = λ
ΟΚ ΚΛ ΛΜ ΜΝ ΝΟ

είναι 

όμοια. 

Το λ ονομάζεται λόγος ομοιότητας. 

A 

Ε   Δ 

Γ  B 

A 

Ε   Δ 

Γ  B 

Ο 

Κ 
Λ 

Μ 

Ν 

A Ε  

Δ 

B 
Γ 
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84. Ποιες προτάσεις προκύπτουν από τον ορισμό της ομοιότητα δύο πολυγώνων;

Από  τον  ορισμό της ομοιότητας δύο πολυγώνων προκύπτουν οι επόμενες προτάσεις. 

♦ Δύο κανονικά πολύγωνα με τον ίδιο αριθμό πλευρών είναι όμοια μεταξύ τους.

♦ Δύο ίσα πολύγωνα είναι  και όμοια, με λόγο ομοιότητας 1.

♦ Κάθε πολύγωνο είναι όμοιο με τον εαυτό του.

♦ Δύο πολύγωνα όμοια προς τρίτο είναι  και όμοια μεταξύ τους.

85. Πότε δύο τρίγωνα λέγονται όμοια;

♦ Δύο τρίγωνα λέγονται όμοια όταν έχουν τις γωνί-

ες τους ίσες μία προς μία και τις ομόλογες (αντί-

στοιχες ) πλευρές τους ανάλογες. Δηλαδή

A

αν , τότε  = ΑΒΓ
+

∼ ΔΕΖ
+ �Α �Δ ,   �Β  = �Ε  , = Γ� �Ζ

και
ΑΒ ΒΓ ΑΓ

 =  = 
ΔΕ ΕΖ ΔΖ

♦ Ο λόγος των αντιστοίχων (ομολόγων) πλευρών

τους ονομάζεται λόγος ομοιότητας  και συμβολί-

ζεται με λ.

86. Πότε δύο τρίγωνα είναι όμοια;

     (Κριτήριο ομοιότητας τριγώνων) 

• Δύο  τρίγωνα είναι όμοια, όταν δύο γωνίες του ενός

είναι ίσες με δύο γωνίες του άλλου μία προς μία.

Aν δηλαδή τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ έχουν

�Α  = �Δ ,    �Β  = �Ε ,  τότε ΑΒ ,, Γ
+

∼ ΔΕΖ
+

        και επομένως   = Γ� �Ζ  και  
ΑΒ ΒΓ ΑΓ

= =
ΔΕ ΕΖ ΔΖ

Β. 1. 5 

87. Με τι ισούται ο λόγος των εμβαδών δύο ομοίων σχημάτων;

♦ Ο λόγος των εμβαδών δύο ομοίων σχημάτων είναι ίσος

με  το τετράγωνο του λόγου ομοιότητας  τους.

ΚΚΚΕΕΕΦΦΦΑΑΑΛΛΛΑΑΑΙΙΙΟΟΟ   111οοο   ΤΤΤρρριιιγγγωωωνννοοομμμεεετττρρρίίίααα   
Β. 2. 1 

88. Πως ορίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί μιας οποιασδήποτε γωνίας;

♦ Έστω ω (0°  ω   180° )η γωνία που παράγεται από τον ημιάξονα Οx, όταν αυτός

στραφεί κατά τη θετική φορά.

♦ Aν  πάρουμε ένα οποιοδήποτε σημείο Μ( x,  y ) με  nxOM = ω και ΟΜ = ρ = 2 2x + y τό-

τε  ορίζουμε:

B Γ

 Δ

Ε Ζ

A

ΓB

Δ

ΖΕ

Η θεωρία στα μαθηματικά της                        Γ΄ γυμνασίου

21



♦  
y

ημω = 
ρ

y΄

M(x, y)

♦  
x

συνω = 
ρ ρ ω

x΄
♦  

y
εφω = 

x

xΟ

y

♦ Το ημω  και  συνω παίρνουν τιμές από το − 1 έως  το  +1.

♦ Είναι δηλαδή  −1  ημω  1 και  −1  συνω  1

♦ Η  εφω παίρνει οποιαδήποτε τιμή.

♦ Aν το Μ(x, y) βρίσκεται στο 1 ο τεταρτημόριο, τότε  ημω> 0,  συνω>0,  εφω>0

♦ Aν το Μ(x, y) βρίσκεται στο 2 ο τεταρτημόριο, τότε  ημω> 0,  συνω<0,  εφω<0

89. Ποιοι οι τριγωνομετρικοί αριθμοί μιας γωνίας ω = 0° ή  ω = 90° ή ω = 180°;

Αν το Μ είναι  σημείο του ημιάξονα Οx π.χ.  το Μ(1,0), τότε ω =nxOM = 0° και ρ = ΟΜ=1

οπότε έχουμε: 

♦ ημ0° =
y
ρ

=
0
1

= 0 y ΄

♦ συν0° =
x
ρ

=
1
1

= 1 
M(1,0)

x ΄ xρO

♦ 
y

εφ0° = 
x

= 
0
1

= 0 y

Αν το Μ είναι  σημείο του ημιάξονα Οy π.χ. το Μ(0, 1), τότε ω =nxOM = 90° και ρ = ΟΜ=1

οπότε έχουμε: 

♦ ημ90° =
y
ρ

=
1
1

= 1 
y ΄

M(0,1)

♦ συν90° =
x
ρ

=
0
1

= 0 
ρ

ω
x ΄ xO

y
♦ εφ90° δεν ορίζεται, αφού x = 0

Αν το Μ είναι  σημείο του ημιάξονα Οx΄ π.χ. το σημείο Μ(–1, 0), τότε  ω =nxOM = 180°  και

ρ = ΟΜ = 1 οπότε έχουμε: 

♦ ημ180° =
y
ρ

=
0
1

= 0 y ΄

♦ συν180° =
x
ρ

=
1

1
−

= 1  v
M(-1, 0)

x ΄ xρ O

♦ 
y

εφ180° = 
x

= 
0
1

= 0 
y
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90. Ποιες σχέσεις συνδέουν τους τριγωνομετρικούς αριθμούς δύο παραπληρωματικών

γωνιών;

Για δύο παραπληρωματικές γωνίες ω και 180° - ω ιοχύουν:  

♦ ημ(180° − ω) = ημω

♦ συν(180° − ω) = −συνω

♦ εφ(180° − ω) = −εφω

91. Να αποδείξετε  ότι για μια οποιαδήποτε γωνία ω ισχύουν οι τύποι:

  α.  ημ2ω +συν2ω = 1   και     β.   εφω = 
ημω
συνω

Απόδειξη α. 

2 2ημ ω +συν ω= 
2 2y x+

ρ ρ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= 
2 2

2 2
y x+
ρ ρ

= 
y΄

M(x, y)
A(y)2 2

2
y + x
ρ

= 
2 2

2

y + x

ρ
= 

2 2

2
ΟΑ + ΟΒ

ρ
ρ ω

xx΄ Ο   B(x)
2 2

2
 ΟΑ + ΑΜ
ρ

= 
2

2
ΟΜ
ρ

= 
2

2
ρ
ρ

=1 
y

   Απόδειξη β. 

y΄

M(x, y)y
ημω y ρ yρ= = = = εφω

xσυνω x ρ x
ρ

    ⋅

⋅
 

A(y)

ρ ω

xx΄ Ο   B(x)

y

92. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε τον νόμο των ημιτόνων.

♦ Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:
α β γ

= =
ημΑ ημΒ ημγ

 Απόδειξη  

♦ Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ  και το ύψος του ΓΔ ( ΓΔ ⊥

ΑΒ) Γ

        Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΑΓ ( �Δ  = 90°) έχουμε: α
β

  
ΓΔ

ημΑ = 
β

 οπότε     (1) ΓΔ = β ημΑ⋅
Α ΒΔ

γ
        Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΒΓ ( �Δ  = 90°) έχουμε: 

        
ΓΔ

ημΒ = 
α

 οπότε ΓΔ        (2)  = α ημΒ⋅

       Από  τις σχέσεις ( 1 ),  ( 2 ) προκύπτει:  
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       β η  οπότε μΑ = α ημΒ⋅ ⋅
α β

=
ημΑ ημΒ

  (3) 

       Όμοια αποδεικνύουμε ότι 
α γ

=
ημΑ ημΓ

       (4) 

       Από τις σχέσεις (3),  (4) προκύπτει 
α β γ

= =
ημΑ ημΒ ημΓ

93. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε τον νόμο των συνημιτόνων.

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι σχέσεις 

♦ α2 = β 2 + γ 2 − 2βγσυνΑ

♦ β2 = γ 2 + α 2 − 2γασυνΒ

♦ γ2 = α 2 + β 2 − 2αβσυνΓ

Απόδειξη  

♦ Θεωρούμε τρίγωνο  ΑΒΓ  και το ύψος του ΓΔ ( ΓΔ ⊥ ΑΒ)

Θα δείξουμε ότι α 2 = β 2 + γ 2 − 2βγσυνΑ.
Γ

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΑΓ ( �Δ  = 90°) έχουμε:
αΑΔ

συνΑ =
β

 οπότε      (1) ΑΔ = β συνΑ⋅ β

      και από το θεώρημα του Πυθαγόρα: Α ΒΔ
γ

      ΔΓ2 + ΔΑ2 = β2 (2) 

       Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΒΓ ( = 90° ) από το 

θεώρημα του Πυθαγόρα έχουμε:  

Δ�

       α 2 = ΔΓ 2  +  ΔΒ 2   =  ΔΓ 2  + ( γ − ΑΔ)2  =

ΔΓ2  +  γ 2 − 2γ⋅ΑΔ + ΑΔ2  β 2  +  γ 2 − 2γ⋅ΑΔ
(2

=
) (1

=
)

  β 2  +  γ 2 − 2γβσυνΑ 

  Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται ότι: 

      β2 = γ 2 + α 2 − 2γασυνΒ   και  γ2 = α 2 + β 2 − 2αβσυνΓ  
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