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ΜΟΝΟΣΟΝΙΑ ΤΝΑΡΣΗΗ 

Πρζπει να γνωρίηουμε: 

 Τον οριςμό γνθςίωσ αφξουςασ, γνθςίωσ φκίνουςασ , αφξουςασ, φκίνουςασ. 

 Προςζξτε  ιδιαίτερα :  “ για κάκε ςτα x1 , x2 “ 

 το «ομοιόςτροφο ι μθ των διαφορϊν κακϊσ και το πρόςθμο του πθλίκου των 

διαφορϊν» 

 πότε λζμε τθν ςυνάρτθςθ γνιςια μονότονθ , πότε κατά διαςτιματα γνθςίωσ 

μονότονθ και πϊσ αναγνωρίηεται θ μονοτονία  από τθν  γραφικι παράςταςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ 

 ότι μια ςτακερι ςυνάρτθςθ κεωρείται ςυγχρόνωσ αφξουςα και φκίνουςα 

 ότι υπάρχουν ςυναρτιςεισ που δεν είναι μονότονεσ ςε κάποιο υποδιάςτθμα του 

πεδίου οριςμοφ τουσ 

 τθν μονοτονία όλων των βαςικϊν ςυναρτιςεων  

 τθν απόδειξθ των προτάςεων για τθν μονοτονία τθσ  -f, f+g, fg, 1/f   𝑓 ( με τουσ 

περιοριςμοφσ, όπου χρειάηονται ) 

 τθν απόδειξθ των προτάςεων για τθν μονοτονία τθσ ςφνκεςθσ, fog, fof 

 τθν απόδειξθ του κεωριματοσ για τθν 1-1 ςυνάρτθςθ. Ωσ  παράδειγμα ότι δεν 

ιςχφει το αντίςτροφο κεωριςτε τθν f(x) = 1/x για κάκε x διάφορο του 0. 

 τθν απόδειξθ του κεωριματοσ  για τθν μονοτονία τθσ αντίςτροφθσ ςυνάρτθςθσ. 

 

Πωσ κα βρίςκουμε τθν μονοτονία μιασ ςυνάρτθςθσ ; 

Ανάλογα με τθν μορφι που ζχει ο τφποσ τθσ ςυνάρτθςθσ ι  θ ςχζςθ τιμϊν που επαλθκεφει, 

με «ςφνκεςθ ξεκινϊντασ από το x 1 < x2 “ ,  με “ζςτω f(x1) < f(x2)  και αποςφνκεςθ», με το 

πρόςθμο του πθλίκου διαφορϊν, ( ςχεδιάςτε το και παρατθριςτε τι εκφράηει) και κφρια 

προσ το παρόν με  ςυνδυαςμό τθσ μονοτονίασ των βαςικϊν ςυναρτιςεων και των πράξεων 

αυτϊν. ( Άκροιςμα, διαφορά, γινόμενο, ςφνκεςθ..) 

 

Πωσ μποροφμε να εκμεταλλευτοφμε τθν μονοτονία μιασ ςυνάρτθςθσ; 

Αν γνωρίηουμε τθν μονοτονία τθσ ςυνάρτθςθσ f μποροφμε προσ το παρόν , γιατί κα 

μάκουμε και άλλα ςτο εγγφσ μζλλον, να κάνουμε ςφγκριςθ τιμϊν τθσ f, να λφνουμε 

ανιςϊςεισ τθσ μορφισ  𝑓 𝑝 𝑥  < 𝑓[𝑞 𝑥 ], να λφνουμε εξιςϊςεισ τθσ μορφισ  

      𝑓 𝑝 𝑥  = 𝑓 𝑞 𝑥  , αφοφ είναι και 1-1, να αποδεικνφουμε ότι αντιςτρζφεται και ςε ποιο 

διάςτθμα, να αποδεικνφουμε τθν φπαρξθ μοναδικισ ρίηασ τθσ εξίςωςθσ f(x) = 0 αφοφ 

διαπιςτϊςουμε με αντικατάςταςθ  ότι υπάρχει μια. 
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ΤΝΑΡΣΗΗ 1 -1 

Πρζπει να γνωρίηουμε : 

 Πότε ορίηουμε ςαν 1-1 μια ςυνάρτθςθ 

 Τθν αντικετοαντίςτροφθ πρόταςθ που βολεφει περιςςότερο για να δείξουμε ότι 

είναι  1-1  ςτισ αςκιςεισ. Προςοχι μθ ςυγχζουμε αυτιν τθν πρόταςθ με τον οριςμό 

τθσ ςυνάρτθςθσ! 

 Ότι για να δείξετε ότι δεν είναι 1-1 αρκεί να βρείτε δυο διαφορετικά χ που δίνουν 

τθν ίδια τιμι . 

 Ότι κάκε ευκεία παράλλθλθ ςτον χϋχ  τζμνει τθν γραφικι παράςταςθ μιασ 1-1 

ςυνάρτθςθσ το πολφ ςε ζνα ςθμείο, δθλαδι θ εξίςωςθ y = f(x),  y є R ζχει το πολφ 

μια λφςθ. 

 Ότι θ εξίςωςθ y = f(x) με y να ανικει ςτο ςφνολο τιμϊν τθσ f ζχει ακριβϊσ μια λφςθ 

ωσ προσ χ του πεδίου οριςμοφ τθσ. 

 Η ςτακερι ςυνάρτθςθ δεν είναι 1-1 

 Στα διαςτιματα που θ f είναι γνιςια μονότονθ ςυνάρτθςθ είναι και 1-1. 

 Η 1-1 ςυνάρτθςθ δεν είναι ςίγουρα γνθςίωσ μονότονθ. 

 Η άρτια ςυνάρτθςθ δεν είναι 1-1 ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ 

 Η περιοδικι ςυνάρτθςθ δεν είναι 1-1 ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ. ( Η ςυνάρτθςθ  με 

τφπο  f(x) = θμx είναι περιοδικι ςτο R αλλά αν τθν ορίςουμε πχ ςτο πρϊτο 

τεταρτθμόριο  γίνεται μια απλι ςυνάρτθςθ, γνθςίωσ αφξουςα άρα και 1-1)  

 Το άκροιςμα ι το γινόμενο δφο 1-1 ςυναρτιςεων δεν είναι ςίγουρα 1-1 

ςυνάρτθςθ. 

Πωσ κα αποδεικνφουμε το 1-1 ; 

 Ανάλογα με τθν μορφι που ζχει ο τφποσ τθσ ςυνάρτθςθσ ι θ ςυναρτθςιακι ςχζςθ 

που επαλθκεφει, με «ςφνκεςθ ξεκινϊντασ από το x 1 ≠ x2 », με “ζςτω f(x1) =f(x2)  και 

αποςφνκεςθ“ , με τθν μονοτονία ι με ¨ θ εξίςωςθ y = f(x) με y να ανικει ςτο ςφνολο 

τιμϊν τθσ f ζχει ακριβϊσ μια λφςθ ωσ προσ χ του πεδίου οριςμοφ τθσ¨. 

 Στισ ςυναρτθςιακζσ ςυνικωσ απομόνωςε τα f ςτο ζνα μζλοσ. 

 Στισ δίκλαδεσ κα αποδεικνφεισ το 1-1 κατά κλάδο και ςτθν ςυνζχεια ότι τα ςφνολα 

τιμϊν των κλάδων είναι ξζνα μεταξφ τουσ. 

Πωσ μποροφμε να εκμεταλλευτοφμε το 1-1 μιασ ςυνάρτθςθσ; 

 Εξαςφαλίηει τθν φπαρξθ τθσ αντίςτροφθσ ςυνάρτθςθσ. 

 Επιλφουμε εξιςϊςεισ τθσ μορφισ 𝑓 𝑝 𝑥  = 𝑓[𝑞 𝑥 ] 

Ποιεσ είναι γνωςτζσ 1-1 ςυναρτιςεισ; 

 Όλεσ οι βαςικζσ ςυναρτιςεισ που είναι γνιςια μονότονεσ ςτο πεδίο οριςμοφ τουσ. 

 Εκείνεσ οι βαςικζσ ςυναρτιςεισ που δεν είναι γνιςια μονότονεσ ςτο πεδίο οριςμοφ 

τουσ αλλά κατά διαςτιματα είναι μονότονεσ  ( x2 , x2 -3x +4, θμx, ςυνx…)  είναι και 

1-1 ςτα διαςτιματα που είναι γνιςια μονότονεσ. 
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ΑΝΣΙΣΡΟΦΗ ΤΝΑΡΣΗΗ 

Πρζπει να γνωρίηουμε : 

 Το 1-1 τθσ ςυνάρτθςθσ f εξαςφαλίηει τθν φπαρξθ τθσ αντίςτροφθσ f-1. Η εφρεςθ τθσ 

όμωσ είναι πλιρθσ μόνο αν βροφμε τα ςφνολα οριςμοφ και τιμϊν αυτισ. 

 Η αντίςτροφθ ςυνάρτθςθ f-1  τθσ  f ορίηεται ςτο ςφνολο τιμϊν τθσ f και οι τιμζσ τθσ 

είναι όλα τα ςτοιχεία του ςυνόλου οριςμοφ τθσ f. 

 Είναι f(x) = y αν και μόνο αν f-1(y) = x 

 Είναι  f-1(f(x)) = x και f(f-1(x)) = x. Προςοχι πολφ για το ςφνολο που ανικει το x. 

Ανικει ςτο ςφνολο οριςμοφ τθσ f και ςτο ςφνολο οριςμοφ τθσ f-1 αντίςτοιχα, δθλαδι 

ςτθν δεφτερθ περίπτωςθ είναι τιμι τθσ f. 

 Αν το ςθμείο Μ ( α , f(α)) ανικει ςτθν γραφικι παράςταςθ τθσ f τότε το ςθμείο        

Ν ( f(α), α) ανικει ςτθν γραφικι παράςταςθ τθσ f-1, ςυνεπϊσ θ ευκεία y = x είναι 

άξονασ ςυμμετρίασ των γραφικϊν παραςτάςεων τθσ f και τθσ f-1. 

 Το εμβαδό που περικλείεται από τισ γραφικζσ παραςτάςεισ τθσ  f , τθσ f-1 και δυο 

κάκετων ευκειϊν ςτθν y = x είναι διπλάςιο από το εμβαδό που περιζχεται μεταξφ 

μιασ από τισ f  ι  f-1  και τθσ ευκείασ y = x 

 Αν οι γραφικζσ παραςτάςεισ των f και f-1 ζχουν ΕΝΑ μόνο κοινό ςθμείο τότε αυτό 

ανικει υποχρεωτικά ςτθν  y = x  

 Αν θ f είναι γνιςια αφξουςα τότε θ εξίςωςθ  f(x) = f-1(x) είναι ιςοδφναμθ με τθν 

εξίςωςθ   f(x) = x  ι με τθν εξίςωςθ f-1(x) = x. 

 Μπορεί θ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνάρτθςθσ να ζχει κοινά ςθμεία με τθν 

γραφικι παράςταςθ τθσ αντίςτροφθσ τθσ χωρίσ όλα τα κοινά ςθμεία να ανικουν 

ςτθν y = x. ( πχ, θ f(x) = -x3 και θ αντίςτροφθ τθσ ) 

 Τα κοινά ςθμεία, αν υπάρχουν, τθσ  f και τθσ  f-1 είναι ςυμμετρικά ςτθν  y = x 

 Δεν είναι πάντα εφκολο να βρίςκουμε τον τφπο τθσ αντίςτροφθσ γιατί θ λφςθ ωσ 

προσ x μπορεί να προκφπτει από εξίςωςθ που δεν λφνεται με αλγεβρικζσ μεκόδουσ, 

πχ δοκιμάςτε να λφςετε ωσ προσ x τθν y = x5 + x3 +x + 2.( γιατί άραγε τθν αντίςτροφθ 

τθσ ex  τθν ονομάςαμε  lnx  ι τθν αντίςτροφθ τθσ θμχ  όπου ορίηεται, τθν ονόμαςαν  

τοξθμχ ; ) 

 Η αντίςτροφθ μιασ ςυνάρτθςθσ ζχει το ίδιο είδοσ μονοτονίασ με τθν ςυνάρτθςθ. 

 Η αντίςτροφθ τθσ αντίςτροφθσ είναι θ ίδια θ ςυνάρτθςθ. 

 Η άρτια θ περιοδικι και θ ςτακερι ςυνάρτθςθ δεν αντιςτρζφονται ςτο ςφνολο 

οριςμοφ τουσ. 

 Αν οι ςυναρτιςεισ f , g αντιςτρζφονται και ορίηεται θ fog τότε ( fog)-1 = g-1of-1 . 

  Αν θ  f ταυτίηεται με τθν f-1, θ γραφικι τθσ παράςταςθ ζχει άξονα ςυμμετρίασ τθν 

διχοτόμο τθσ 1θσ και 3θσ γωνίασ των αξόνων. 
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ΕΙΔΙΚΑ ΘΕΜΑΣΑ 

 

 
1. Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝑓: 𝑅+

∗ → 𝑅 ζτςι ϊςτε να ιςχφει 𝑓(
𝑥

𝑒
) ≤ 𝑙𝑛𝑥 ≤ 𝑓(𝑥) − 1 για 

κάκε x κετικό. Να βρεκεί ο τφποσ τθσ ςυνάρτθςθσ. 

2. Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f: R→ 𝑅 για τθν οποία ιςχφουν 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑦)   και 

𝑓(𝑥) ≤ 𝑥 για κάκε 𝑥, 𝑦 𝜖 𝑅. Αποδείξτε ότι θ f είναι περιττι ςυνάρτθςθ και να βρείτε 

τον τφπο τθσ f. 

3. Δίνεται θ f: R→ 𝑅 για τθν οποία ιςχφει: 2𝑓 𝑥 + 𝑦 = 2𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 − 2𝑥𝑦 − 1 για 

κάκε  𝑥, 𝑦 𝜖 𝑅. Να βρείτε το f(0) και τον τφπο τθσ  ςυνάρτθςθσ.  

4. Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 𝑓: 𝑅+
∗ → 𝑅+

∗  για τθν οποία ιςχφει 𝑓 𝑥𝑦 = 2𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 − 𝑥𝑦 για 

κάκε x, y  κετικοφσ. Να βρείτε το f(1) και τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ. 

5. Δίνονται οι ςυναρτιςεισ f, g οριςμζνεσ ςτο R με τιμζσ ςτο R ϊςτε να ιςχφει : 

 𝑓𝑜𝑔  𝑥 = 𝑥2 − 3𝑥 + 4 και  𝑔𝑜𝑓  2 = 2. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ςθμείο Μ 

με τετμθμζνθ x0 = 2 που είναι κοινό ςθμείο των γραφικϊν παραςτάςεων τθσ f και g. 

6. Δίνεται θ f: R→ 𝑅 για τθν οποία ιςχφει: f(f(x)) =  9x + 8 για κάκε x є R. ι) Να δείξετε 

ότι f(9x+8) = 9f(x) + 8. ιι) να βρείτε το f(-1).  

7. Δίνεται θ f: R→ 𝑅 για τθν οποία ιςχφει (fof)(x) = 4 – x . Να βρείτε το f(2). 

8. Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f: R→ 𝑅  θ οποία είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο R. Να βρείτε τισ 

τιμζσ του x є R ϊςτε να ιςχφει: (fof)(x2+4x) ≤ (fof)(x + 4)  

9. Να δείξετε ότι δεν υπάρχει γνιςια μονότονθ ςυνάρτθςθ f: R→ 𝑅 για τθν οποία 

ιςχφει f(f(x)) + 3x = 0 για κάκε x є R. 

10. Δίνεται θ f: R→ 𝑅 για τθν οποία ιςχφει: f( x2 – 2 ) + f ( 3x + 2 ) = 12 . Να δείξετε ότι 

δεν είναι 1-1. 

11. Δίνεται θ f: R→ 𝑅 για τθν οποία ιςχφει : 𝑓(𝑥) ≥
𝑓 0 +2𝑓(1)

3
 . Δείξτε ότι δεν είναι 1-1. 

12. Δίνεται θ f: R→ 𝑅 για τθν οποία ιςχφει: (fof)(x) = f(x) + x για κάκε x є R. Να βρείτε το 

f(0) , να δείξετε ότι είναι αντιςτρζψιμθ και να δείξετε ότι f(x) - f-1(x) = x με x є f(R). 

13. Δίνεται θ f: R→ 𝑅 για τθν οποία ιςχφει: f3(x) + f(x) - ex = 0. Να δείξετε ότι 

αντιςτρζφεται και να βρείτε τθν f-1 . 

14.  Δίνεται ότι θ ςυνάρτθςθ  f: R→ 𝑅 είναι γνιςια μονότονθ και ότι θ γραφικι τθσ 

παράςταςθ διζρχεται από τα ςθμεία Α ( 5 , 9 ) και Β ( 2 , 3 ). Αποδείξτε ότι είναι 

γνθςίωσ αφξουςα, ότι αντιςτρζφεται και λφςτε τθν εξίςωςθ: f(3 + f-1(x2 +2x )) = 9. 

15. Δίνεται θ f: R*→ 𝑅 ϊςτε f(x) – f(y) = f ( x/y ). Αν θ εξίςωςθ f(x) = 0 ζχει μοναδικι ρίηα, 

να βρείτε τθν ρίηα αυτι, να αποδείξετε ότι θ f είναι 1-1 και να λφςετε τθν εξίςωςθ: 

f(x) + f ( x2 + 3 ) = f ( x2 + 1 ) + F ( x + 1 ). 

Αν επιπλζον είναι f(x) > 0 για κάκε  x > 1 να δείξετε ότι θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα. 




