
1.  i.  Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΗΓ, µε 
εφαρµογή του Πυθαγορείου 
Θεωρήµατος, έχουµε:  

  ΑΗ2 = ΑΓ2 - ΗΓ2 = 72 - 22 = 49 - 4 = 45. 

Άρα ΑΗ = 45  = 3 5 cm.  

ii. Για το τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε:

(ΑΒΓ) =
2
ΑΗΒΓ ⋅  =

2
ΒKΑΓ ⋅ , άρα

ΒΚ = 
ΑΓ
ΑΗΒΓ ⋅

Γ

A

B
H

K

ΒΚ = 
7

534 ⋅  =
7

512  cm

2. i.  Υπολογισµός της πλευράς ΑΒ:  
Έχουµε: ΑΒ + ΑΓ = 2 + 2   ή 

ΑΒ + ΑΒ 2  = 2 + 2    

ΑΒ (1 + 2 ) = 2 + 2    

ΑΒ = 
2  1

)2  (2
+

+

ΑΒ = 
1) - 2()2  (1
1) - 2( )2  (2

+

+

ΑΒ = 
1 - 2

1) - 2( )2  (2 +

ΑΒ = 1) - 2( )2  (2 +  = 2

A B

∆ Γ

ii. Υπολογισµός της πλευράς ΑΓ:

Από την αρχική σχέση έχουµε: ΑΒ + ΑΓ = 2 + 2  ή ΑΓ = 2 + 2 - ΑΒ

Άρα ΑΓ = 2 - 2  2 +
ΑΓ = 2

Απαντήσεις στις ερωτήσεις ανάπτυξης
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3. Είναι ΖΟ ⊥ ΑΒ, ΟΗ ⊥ ΑΓ
ΖΟ = ΟΗ = 4 cm, ΑΖ = 4 cm
Άρα ΒΖ = 12 cm, άρα ΒΘ = 12 cm
Αν ΘΓ = x, τότε  ΗΓ = x
Με εφαρµογή του Πυθαγορείου
Θεωρήµατος στο τρίγωνο ΑΒΓ και µε
δεδοµένο ότι ΑΒ = 16, ΑΓ = 4 + x, ΒΓ =
x + 12,
έχουµε:
ΑΒ2 + ΑΓ2 = ΒΓ2

162 + (4 + x)2 = (x + 12)2

256 + 16 + 8x + x2 = x2 + 24x + 144
24x - 8x = 256 + 16 - 144
16x = 128

x =
16
128 , άρα  x = 8

Άρα i. ΒΓ = 8 + 12 = 20 cm
ii. ΑΓ = 4 + 8 = 12 cm

ΓΑ

Β

Ζ

Η

Ο

Θ

x

x

4. i.  Αν α η πλευρά του ισόπλευρου τριγώνου, 
µε εφαρµογή του Πυθαγορείου 
θεωρήµατος στο τρίγωνο ΑΗΓ έχουµε:  

ΑΗ = 
2

3α .

Άρα η σχέση ΒΓ - ΑΗ = 12 cm  γράφεται 

α - 
2

3α  = 12.  Άρα:

α (1 - 
2
3 ) = 12  ή  α =

2
3 - 2

12  =
3 - 2

24

Άρα α = 24 (2 + 3 ) cm 

Γ

A

B H

ii. υ =
2

3α .  Άρα  υ =
2

3 )3  (2 24 +  = 12 (2 + 3 ) 3  cm =
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12 (2 3  + 3) cm.   

5. (5β)2 + (5γ)2 = 25β2 + 25γ2 = 25 (β2 + γ2) = 25α2 = (5α)2

Άρα το τρίγωνο µε πλευρές 5α, 5β, 5γ είναι ορθογώνιο.

6. Έστω ΑΓ > ΑΒ. Φέρνουµε το ύψος ΑΗ και
έχουµε:
ΑΓ2 - ΑΒ2 = (ΑΗ2 + ΗΓ2) - (ΑΗ2 + ΒΗ2) =
ΗΓ2 - ΗΒ2

Σηµείωση:
Τρίγωνο ΑΗΓ ορθογώνιο, άρα ΑΓ2 = ΑΗ2 + ΗΓ2

Τρίγωνο ΑΗΒ ορθογώνιο, άρα ΑΒ2 = ΑΗ2 + ΗΒ2 Γ

A

B H

7. Πρέπει να δείξουµε ότι Α∆2 = ΑΒ⋅ΑΖ. Φέρνουµε
την ∆Β. Το τρίγωνο Α∆Β είναι ορθογώνιο στο ∆.
Άρα από το Α∆Β τρίγωνο, έχουµε: Α∆2 = ΑΒ⋅ΑΖ
(Το τετράγωνο µιας καθέτου πλευράς
ορθογωνίου τριγώνου ισούται µε το γινόµενο της
υποτείνουσας επί την προβολή της πάνω στην
υποτείνουσα).

∆

A B
O Z

8. Το τρίγωνο Α∆Β είναι ορθογώνιο,
άρα ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆2

Το τρίγωνο Β∆Γ είναι ορθογώνιο, άρα
ΒΓ2 = Β∆2 + ∆Γ2

Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές, άρα
ΑΓ2 = ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆2

Άρα
Γ

A

B

∆

ΑΒ2 + ΒΓ2 + ΑΓ2 = Α∆2 + Β∆2 + Β∆2 + ∆Γ2 + Α∆2 + Β∆2 = Γ∆2 + 2Α∆2 + 3Β∆2
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9.  i.  , άρα ΑΚ // ΒΛ, άρα 

ΑΒΛΚ τραπέζιο 







⊥

⊥

ΑΒ  ΒΛ

AB  ΑΚ

ii. Φέρνουµε ΚΖ // ΑΒ, ΚΖ = ΑΒ 
(ΑΚΖΒ ορθογώνιο
παραλληλόγραµµο). Το τρίγωνο
ΚΖΛ είναι ορθογώνιο στο Ζ. Από
το Πυθαγόρειο θεώρηµα έχουµε:

α

A

Λ

Β

Κ 4α

Ζ

ΚΖ2 = ΚΛ2 - ΖΛ2  ή  ΚΖ2 = (5α)2 - (3α)2 = 25α2 - 9α2 = 16α2

ΚΖ = 4α,  ΚΖ = ΑΒ = 4α

10. Το ΑΒΓ είναι ισόπλευρο τρίγωνο µε πλευρά α.

i.  υ =
2

3α  (ύψος ισοπλεύρου τριγώνου)

ii.  υ΄ =
2

3υ  =
2

3
2

3α
⋅

  ή  υ΄ = 
4
α3

Γ

A

B ∆

υ

11. Έστω ΑΓ = δ1, Β∆ = δ2 και ΒΓ =
4

84  = 21 cm

Ισχύει: δ2 = 
5
3  δ1 (1) 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΟΓ έχουµε:  
2

2

2
δ








 + 
2

1

2
δ







 = 212 (2) 

Με λύση του συστήµατος των (1) και (2) έχουµε: 

Γ

∆ Β

Α

Ο

δ1

δ2
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2

1

2

δ 
5
3



















+ 
2

1

2
δ







 = 212  ή  

25
9 δ 1  + δ 1  = 441⋅4  ή  2 2

25
34  δ 1  = 1764 2

34δ 1  = 25⋅441⋅4 2

δ 1  = 2

34
444125 ⋅⋅

δ1 = 
34

444125 ⋅⋅  =
34

2125 ⋅⋅  34 cm

Άρα δ2 = 
5
3  δ1 = 5

3
⋅

34
2125 ⋅⋅  34  =

34
12634 ⋅  =

17
3463  cm

12.  i.  Φέρνουµε ΒΕ ⊥ Γ∆.  
Η ευθεία ΜΝ διέρχεται και από το 
µέσον της πλευράς Α∆.  

Άρα ΖΜ = 
2
∆Γ , ΖΝ =

2
ΑΒ  και

ΜΝ = ΖΜ - ΖΝ,  άρα Γ∆

A B

Ν ΜΖ

Ε

ΜΝ = 
2
ΑΒ - ∆Γ  =

2
∆Ε - ∆Γ  =

2
ΕΓ    (1)

ii. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΓ έχουµε:
ΒΓ2 = ΒΕ2 + ΕΓ2 = Α∆2 + ΕΓ2  ή  ΒΓ2 - Α∆2 = ΕΓ2   (2)
Aπό την (1) έχουµε:  ΕΓ = 2ΜΝ  ή  ΕΓ2 = 4ΜΝ2     (3)
Aπό (2) και (3) έχουµε: ΒΓ2 - Α∆2 = 4ΜΝ2 
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13.  i.  Από την ισότητα των 
ορθογωνίων τριγώνων 
ΚΖΝ, ΛΗΜ έχουµε ΖΝ = 
ΗΜ.   

ii. Από τα ορθογώνια τρίγωνα 
ΚΖΜ, ΚΖΝ έχουµε:

Ζ

Κ

Ν Η

Λ

Μ

ΚΜ2 = ΚΖ2 + ΖΜ2 (1) 
ΚΝ2 = ΚΖ2 + ΖΝ2 (2) 
Με αφαίρεση των (1) και (2) κατά µέλη έχουµε:
ΚΜ2 - ΚΝ2 = ΖΜ2 - ΖΝ2 = (ΖΜ + ΖΝ) (ΖΜ - ΖΝ) = ΜΝ⋅ΖΗ = ΝΜ⋅ΚΛ

14. ΑΒ =
4
3  ΑΓ,  άρα

AΓ
AB  =

4
3

Αλλά 2

2

(AΓ)
(AB)  =

∆Γ
B∆ , άρα

∆Γ
B∆  =

2

4

3









= 
16
9

ΓA

B

∆

15. i.  Το ∆Κ είναι ύψος στο 
ορθογώνιο τρίγωνο ΒΚΓ.  
Άρα ∆Κ2 = ∆Β⋅∆Γ 

ii. Αρκεί να δείξουµε
∆Β⋅∆Γ = ∆Ζ⋅∆Ε  ή

∆E
∆B  =

∆Γ
∆Z

Τα τρίγωνα Β∆Ε, Ζ∆Γ είναι

ορθογώνια και ΕB∆ = ∆  Γ
(έχουν κάθετες πλευρές).

∧ ∧
Z

Γ

A

B ∆

Ζ

Κ

Ε

Συνεπώς Β∆ Ε ≈ Ζ Γ.   Άρα ∆Β⋅∆Γ = ∆Ζ⋅∆Ε
∆ ∆

∆

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9ο ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ

gkollias@sch.gr 6



16. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ΒΓ = Α∆ = 8 cm.
Tο κέντρο του περιγεγραµµένου του κύκλου είναι
πάνω στην Α∆. Προεκτείνουµε την Α∆ και έστω Ε
το σηµείο τοµής της µε τον περιγεγραµµένο κύκλο.
Φέρουµε την ΒΕ. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΕ
έχουµε Β∆2 = Α∆⋅∆Ε. Αλλά ∆Ε = ΑΕ - Α∆ = 2R - 8.
Άρα 42 = 8 (2R - 8). Άρα R = 5 cm.

∆

A

B Γ

O

E

17. Το ΑΒΓ είναι
ορθογώνιο τρίγωνο.

Αφού  = 2 ,

έχουµε  = 60°,

 = 30° 

∧
B
∧
B

∧
Γ

∧
Γ

ΓB ∆ M

Α

Α∆ το ύψος και ΑΜ η διάµεσος του ΑΒΓ.   

Άρα 2

2

AB
AΓ  =

∆B
∆Γ  (1) ΑΜ = 

2
BΓ  = ΒΜ (2) 

Άρα το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ισόπλευρο (αφού  = 60°). Άρα Α∆ ύψος και 

διάµεσος για το ΑΒΜ. Άρα ∆Β = 

∧
B

2
BΜ  =

2
ΜΓ    (3)

Άρα από (1), (3)  έχουµε  2

2

AB
AΓ  =

∆B
ΜΓ  ∆Μ +  =

∆B
2∆Β  ∆Β +  =

∆B
3∆Β  = 3
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18. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΕΓ∆, έχουµε:

Γ∆2 = ∆Ε2 + ΕΓ2 =
2

4
5AB







 + ΕΓ2 =

ΑΒ2 +  
2

4
3AB







 + ΕΓ2 (1) 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΕΒΓ, έχουµε:  
ΒΓ2 = ΕΓ2 + ΒΕ2  (2) 
Από (1) και (2) έχουµε:   

Γ

A

B

∆

Ε

Γ∆2 = ΑΒ2 + 
16
9  ΑΒ2 + ΕΓ2 = ΑΒ2 +

2

4
AB







 +

16
8  ΑΒ2 + ΕΓ2 =

ΑΒ2 + ΒΕ2 + ΕΓ2 + 
16
8  ΑΒ2 = ΒΓ2 + ΑΒ2 +

2
1  ΑΒ2 =

ΒΓ2 + 
2
3  ΑΒ2 = ΒΓ2 +

2
3  ΑΓ2 

19. Από το ορθογώνιο τρίγωνο
ΚΙΝ έχουµε:
ΚΝ2 = 302 + 402   ή
ΚΝ2 = 900 + 1600  ή
ΚΝ = 50 cm
ΚΛ = 13⋅50 cm   ή
ΚΛ = 650 cm

Μ

Κ

Λ

Ι

Ν
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20. Με Πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο
ΑΒ∆ έχουµε:
2x2 = 242  ή   x2 = 288  ή

x = 288  ή  x ≈ 17 ίντσες

Γ∆

ΒΑ x

x

24
  ίν
τσ
ες

21. Αν α, β, γ οι πλευρές του τριγώνου

ΑΒΓ έχουµε:
4
γ  =

5
β  =

6
α  = κ. Τότε:

γ = 4κ, β = 5κ, α = 6κ (1) 
Ισχύει: 36κ2 < 25κ2 + 16κ2  ή
36κ2 < 41κ2, άρα το τρίγωνο ΑΒΓ
είναι οξυγώνιο.
Επίσης, µε εφαρµογή του
γενικευµένου Πυθαγορείου
θεωρήµατος στο τρίγωνο ΑΒΓ,
έχουµε:

Γ

A

B

∆

β

γ

α

α2 = β2 + γ2 - 2β⋅Α∆  ή  36κ2 = 25κ2 + 16κ2 - 2⋅5⋅κ⋅Α∆  ή  - 5κ2 = - 10κ⋅Α∆

Άρα Α∆ =
2
κ   ή  Α∆ =

30
κ15   ή  Α∆ =

30
 γ β  α ++  (λόγω της (1)).
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22. Έστω ΒΓ = 6 , ΑΓ = 1 + 3 , ΑΒ = 2

Όπως προκύπτει από τις σχέσεις των µηκών
των πλευρών, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι
οξυγώνιο. Με εφαρµογή του γενικευµένου
Πυθαγορείου θεωρήµατος έχουµε:

( 6 )2 = (1 + 3 )2 + 22 - 2 (1 + 3 ) Α∆

6 = 1 + 3 + 2 3  + 4 - 2 (1 + 3 ) Α∆

6 - 8 - 2 3  = - 2 (1 + 3 ) Α∆

- 2 (1 + 3 ) = - 2 (1 + 3 ) Α∆, άρα Α∆ = 1

Αλλά συνΑ =
ΑΒ
Α∆  =

2
1 .  Άρα Α = 60°.

Γ

A

B

∆

2

6

1+  3

23.  i.  Έχουµε: 72 > 52 + 32, 
49 > 34, άρα το τρί-
γωνο ΑΒΓ είναι 
αµβλυγώνιο µε 

αµβλεία τη γωνία .  
∧
A

Γ

A

B

∆

3 5

1

7

ii. Με εφαρµογή του γενικευµένου Πυθαγορείου θεωρήµατος έχουµε:
72 = 52 + 32 + 2⋅5⋅Α∆
49 = 25 + 9 + 10Α∆
15 = 10Α∆  ή  Α∆ = 1,5 cm

συν
∧
A 1 = 3

5,1  = 0,5 =
2
1 , άρα  

∧
A 1 = 60°, άρα   = 120°

∧
A
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24. Στο τρίγωνο ΑΒ∆, µε εφαρµογή του
γενικευµένου Πυθαγορείου θεωρήµατος,
έχουµε:
ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆2 + 2Β∆⋅∆Μ
112 = x2 + 32 + 2⋅3⋅2
121 = x2 + 9 + 12
121 = x2 + 21, άρα  x2 = 100, άρα x = 10
Άρα Α∆ = 10 Γ

A

B M

x

∆

1111

3
















+
=

+
=

+
=

4
 γ- 2β  2α  µ

4
β - 2γ  2α  µ

4
α - 2γ  2β  µ

222
2
γ

222
2
β

222
2
α  25.

. Έστω µα = 5, µβ = 3, µγ = 4. Θα είναι:  

 µ µ  µ 2
γ

2
β

2
α +=  ή  2β2 + 2γ2 - α2 = 2α2 + 2γ2 - β2 + 2α2 + 2β2 - γ2  ή  

β2 + γ2 = 5α2 > α2, τότε  < 90°. Παρόµοια βρίσκουµε  < 90°  ή  Γ  < 90° 
∧
A

∧
B

∧

26. Έστω το Μ µέσον της ΒΓ. Στο 
τρίγωνο ΒΗΓ µε εφαρµογή του
2ου θεωρήµατος διαµέσων
έχουµε:  
ΗΓ2 - ΗΒ2 = 2ΒΓ⋅∆Μ (1)
Οµοίως στο τρίγωνο ΑΒΓ
έχουµε:
ΑΓ2 - ΑΒ2 = 2ΒΓ⋅∆Μ (2) 

Γ

A

B M

H

∆

Από (1) και (2) έχουµε: ΗΓ2 - ΗΒ2 = ΑΓ2 - ΑΒ2 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9ο ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ

gkollias@sch.gr 11



27. Είναι: κ2 + λ2 - κλ < κ2 + λ2.
Άρα η γωνία που είναι
απέναντι από την πλευρά

 κλ- λ  κ 22 + είναι οξεία.  

Έχουµε: 
2

22  κλ- λ  κ 

+


 = 

κ2 + λ2 - 2κ⋅Α∆ 
Γ

A

B

κ
λ

∆

 κ  + λ  - κλ2 2
 

κ2 + λ2 - κλ = κ2 + λ2 - 2κ⋅Α∆ - κλ = - 2κ⋅Α∆ 

λ = 2Α∆  ή  Α∆ = 
2
λ .  Όµως συνΑ =

ΑB
Α∆  =

1
λ
2
λ

  ή  συνΑ = 
2
1 , άρα   = 60°

∧
A

28. Ισχύει µβ < µγ, άρα µ  < µ .2
β

2
γ

Άρα 
4

β - 2γ  2α 222 +  < 
4

 γ- 2β  2α 222 +   ή  3γ2 < 3β2   ή  γ2 < β2.  Άρα β > γ.  

29.  i. Ισχύει:   
α2 = β2 + γ2 + 2β⋅Α∆   (1) 
Στο τρίγωνο Α∆Β έχουµε:  

συνA1 = 
γ

A∆

συν60° = 
γ

A∆

2
1  =

γ
A∆ , άρα  Α∆ =

2
γ   (2)

Γ

A

B α

β

∆

γ

120°
1

ii. Από (1) και (2) έχουµε:

α2 = β2 + γ2 + 2β 
2
γ α2 = β2 + γ2 + βγ 
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30.  i.  72 > 32 + 52  δηλαδή  β2 > α2 + γ2, άρα  

 αµβλεία 
∧
B

ii.  β2 = α2 + γ2 + 2α⋅∆Β
72 = 52 + 32 + 2⋅5⋅∆Β  ή
49 - 25 - 9 = 10∆Β  ή  ∆Β = 1,5

iii. συνB1 = AB
∆B  =

3
5,1  = 0,5.

Άρα Β1 = 60°, άρα   = 120° 
∧
B

Γ

A

B

∆

3

5

7

1

31. Στο τρίγωνο Α∆Γ µε εφαρµογή του 
γενικευµένου Πυθαγορείου θεω-
ρήµατος έχουµε:
ΑΓ2 = Α∆2 + ∆Γ2 - 2∆Γ⋅∆Η  (1)
Οµοίως στο τρίγωνο ∆ΒΓ έχουµε:
∆Β2 = ΒΓ2 + ∆Γ2 - 2∆Γ⋅ΕΓ (2)   

Η

Α

∆ Ε Γ

Β

Προσθέτουµε τις (1), (2): 
ΑΓ2 + ∆Β2 = Α∆2 + ∆Γ2 - 2∆Γ⋅∆Η + ΒΓ2 + ∆Γ2 - 2∆Γ⋅ΕΓ =  
Α∆2 + ΒΓ2 + 2∆Γ2 - 2∆Γ (∆Η + ΕΓ). 

Αλλά ∆Η + ΕΓ = ΑΒ =
2
Γ∆ .

Άρα:   ΑΓ2 + ∆Β2 = Α∆2 + ΒΓ2 + 2∆Γ2 - 
2
∆Γ2∆Γ ⋅  =

Α∆2 + ΒΓ2 + 2∆Γ2 - ∆Γ2 = Α∆2 + ΒΓ2 + ∆Γ2 
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32. Στο τρίγωνο ΜΚΒ µε εφαρµογή του
γενικευµένου Πυθαγορείου θεωρήµατος
έχουµε:
ΚΒ2 = ΜΚ2 + ΜΒ2 - 2ΜΒ⋅ΜΖ
R2 = ΜΚ2 + ΜΒ (ΜΒ - 2ΜΖ)
Αλλά ΜΒ - 2ΜΖ = ΑΜ
Άρα R2 = ΜΚ2 + ΜΒ⋅ΑΜ

A Ζ Β

Κ

Μ

33. Έχουµε:

γ2 + β2 = 2  2
αµ  +

2
α 2

 2 µ  = γ2
α

2 + β2 - 
2
α 2

 2 µ  = α2
α

2 - 
2
α 2

 = 
2
α 2

 2
αµ  =

4
α 2

, άρα  µα = 
2
α

Γ

A B

β

γ

Μ
α

34. ΑΜ = µα = υα

ΑΒ2 + ΑΓ2 = 2  2
αµ  +

2

2ΒΓ

 2 µ  = α2
α

2 + α2 - 
2
α 2

 = 2α2 - 
2
α 2

 = 
2

3α 2

Τότε: µα = 
2

3α  = υα

Γ

A

B M

α α

α
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35. Με εφαρµογή του 1ου
θεωρήµατος διαµέσων στο

Α Γ έχουµε:
∆

B

β2 + γ2 = 2ΑΜ2 +
2
α 2

 (1) 

Με εφαρµογή του θεωρήµατος

διαµέσων στο ΑΛΝ έχουµε:  
∆

λ2 + ν2 = 2ΑΜ2 +
2

Λ 2Ν .  

Γ

A

B M ΝΛ

γ β
λν

α

Τότε:  2ΑΜ2 = λ2 + ν2 -
2

Λ 2Ν  (2) 

Από (1) και (2) έχουµε:  β2 + γ2 = λ2 + ν2 + 
2
α 2

 - 
2

Λ 2Ν =  

= λ2 + ν2 + 
2
α 2

 -  
2

2
α 2









 = λ2 + ν2 + 
2
α 2

 -  
8
α 2

, άρα β2 + γ2 = λ2 + ν2 + 
8

3α 2

36. Έστω Μ µέσον του Β∆ και Ν
µέσον του ΑΓ.

Στο τρίγωνο Α ∆ έχουµε:
∆
B

ΑΒ2 + Α∆2 = 2ΑΜ2 +
2

Β 2∆    (1) 

Στο τρίγωνο Β ∆ έχουµε:  
∆
Γ

∆Γ2 + ΒΓ2 = 2ΓΜ2 + 
2

Β 2∆     (2) 

Γ

A

B

∆

Μ

Ν

Με πρόσθεση κατά µέλη των (1) και (2) έχουµε:  
ΑΒ2 + Α∆2 + ∆Γ2 + ΒΓ2 = 2 (ΑΜ2 + ΓΜ2) + Β∆2 =  

2 (2ΜΝ2 + 
2

ΑΓ2

) + Β∆2 = 4ΜΝ2 + ΑΓ2 + Β∆2 ≥ ΑΓ2 + Β∆2 
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37. Εφαρµόζουµε το 1ο θεώρηµα

διαµέσων στα τρίγωνα Α Ε, Α∆ Γ:  
∆
B

∆

ΑΒ2 + ΑΕ2 = 2Α∆2 + 
2

ΒΕ2

  (1)

Α∆2 + ΑΓ2 = 2ΑΕ2 + 
2

∆Γ2

   ή 
Γ

A

B ∆ Ε

2Α∆2 + 2ΑΓ2 = 4ΑΕ2 + ∆Γ2   (2) 
Προσθέτουµε κατά µέλη τις (1) και (2):  

ΑΒ2 + ΑΕ2 + 2Α∆2 + 2ΑΓ2 = 2Α∆2 + 4ΑΕ2 + ∆Γ2 + 
2

ΒΕ 2

  ή  

ΑΒ2 + 2ΑΓ2 = 3ΑΕ2 + ∆Γ2 + 
2

ΒΕ 2

 (3) 

Αλλά: ∆Γ = 2∆Ε, ΒΕ = 2∆Ε   
Άρα η (3) γίνεται:   ΑΒ2 + 2ΑΓ2 = 3ΑΕ2 + 4∆Ε2 + 2∆Ε2 = 3ΑΕ2 + 6∆Ε2 

38.  i.  Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:   
α2 + β2 + γ2 = 2α2 

  Άρα πρέπει να δειχθεί: α2 = 4 µ 2
α

  Αλλά µα = 
2
α  ή 2µα = α.

  Άρα 4  = α2
αµ 2  (1) 

ii.  +  = 2
βµ 2

γµ
4

β - 2γ  2α 222 + + 
4

 γ- 2β  2α 222 +

= 

Γ

A B

µα

Μ
α

β

γ

4
 γ β  4α 222 ++  = 

4
5α 2

 = α2 + 
4
α 2

 = 5 µ   (λόγω της (1)). 2
α
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39. Το τρίγωνο Β Γ είναι ορθογώνιο. Άρα:
∆
Ο

ΒΟ2 + ΟΓ2 = ΒΓ2

(
3
2  µβ)2 + (

3
2  µγ)2 = α2

9
4  (  µ ) = α22

βµ  + 2
γ

Γ

A

B

µβ

µγ

Ο

α

9
4








 ++
4

 γ β  4α 222

 = α2  ή  4α2 + β2 + γ2 = 9α2  ή  β2 + γ2 = 5α2  

40.  i.   µ  +  2
αµ  + 2

β
2
γµ  =

4
 γ-2β  2α  β- 2γ  2α   2222222 +++++  α - 22γ 2β 2

= 
4

αγβ 23  2 +3  2 +3  = 
4

3α  ) γ (β 3 222 ++  = 

4
3α  2+3α 2

 = 
4
α 26  = 

2
3  α2

ii. GA2 + GB2 + GΓ2 = (
3
2  µα)2 + (

3
2  µβ)2 + (

3
2  µγ)2 =

9
4
⋅

2
3  α2 = 

3
2  α2

Γ

A B

G
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41. Ισχύει  µ  = 2
βµ  + 2

γ 4
 γ β  4α 222 ++ (1) 

5  = 5 2
αµ

4
α - 2γ  2β 222 + (2) 

2
βµ  +  = 5 µ (3) 2

γµ 2
α

Η σχέση (3) λόγω των (1) και (2) γίνεται:  

4
 γ β  4α 222 ++  = 

4
5α - 10γ  10β 222 +  ή 4α2 + β2 + γ2 = 10β2 + 10γ2 - 5α2 

9α2 = 9β2 + 9γ2  

α2 = β2 + γ2.   Άρα  Α Γ  ορθογώνιο 
∆
B

42. Πρέπει να δειχθεί ότι:
(α2 + γ2) - (β2 + δ2) = 2ΑΓ⋅ΖΗ  ή
(α2 - β2) + (γ2 - δ2) = 2ΑΓ⋅ΖΗ  
Στα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓ∆ εφαρµόζουµε το
2ο θεώρηµα διαµέσων:

Α Γ: α
∆
B 2 - β2 = 2ΑΓ⋅ΜΗ (1)

Α ∆: γ
∆
Γ 2 - δ2 = 2ΑΓ⋅ΜΖ  (2)

Προσθέτοντας τις (1), (2) έχουµε:
(α2 - β2) + (γ2 - δ2) = 2ΑΓ (ΜΗ + ΜΖ)  ή
(α2 - β2) + (γ2 - δ2) = 2ΑΓ⋅ΖΗ

ΓA

B

H
ΜZ

∆

α
β

δ γ

γ > δ
 > βα

43. 16 ( µ  µ  ) = … (µε αντικατάσταση και πράξεις) =  2
α

2
βµ  + 2

β
2
γµ  + 2

αµ 2
γµ

9 (α2β2 + β2γ2 + γ2α2)

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9ο ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ

gkollias@sch.gr 18



44. Με εφαρµογή του 1ου θεωρήµατος

διαµέσων στο Α ∆ έχουµε:
∆
B

Α∆2 + ΑΒ2 = 2ΑΓ2 + 
2

Β∆ 2

Α∆2 = 2ΑΓ2 - ΑΒ2 + 
2

Β∆ 2

 =  ΓB ∆

Α

ΑΓ2 + 
2

(2ΒΓ)2

 = ΑΓ2 +
2

4ΒΓ2

 = ΑΓ2 + 2ΒΓ2  

45. Εφαρµόζουµε το γενικευµένο

Πυθαγόρειο θεώρηµα στο Α Γ:
∆
B

ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 + 2ΑΓ⋅Α∆ =
2ΑΓ2 + 2ΑΓ⋅Α∆ =
2ΑΓ (ΑΓ + Α∆) = 2ΑΓ⋅∆Γ

Γ

A

∆

Β

46. Στο Γ Β εφαρµόζουµε το 1ο θεώρηµα
διαµέσων:

∆
Σ

ΣΒ2 + ΣΓ2 = 2ΣΜ2 + 
2

ΒΓ2

 =  

2ΣΜ2 + 
2

)2( 2ΑΜ  = 2ΣΜ2 + 2ΑΜ2 =

 2 (ΣΜ2 + ΑΜ2) = 2ΣΑ2  

(γιατί το Σ Α είναι ορθογώνιο στο Μ) 
∆
M

Γ

A B

Σ

Μ
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47. Εφαρµόζουµε το 1ο θεώρηµα

διαµέσων στο ΑM Ε, στο οποίο 
η ΑΓ είναι διάµεσος και έχουµε: 

∆

ΑΕ2 + ΑΜ2 = 2ΑΓ2 +
2

ME 2

ΑΕ2 = 2β2 -  2
αµ  +

2
α 2

   (1) 

Γ

A

B Μ ΕΕα 
2

Από την εφαρµογή του 1ου θεωρήµατος διαµέσων στο Α Γ έχουµε:  
∆
B

ΑΒ2 + ΑΓ2 = 2ΑΜ2 + 
2

ΒΓ2

 ή γ2 + β2 = 2 µ  + 2
α 2

α 2

ή 
2
α 2

 = β2 + γ2 - 2 µ   (2)  2
α

Η σχέση (1) βάσει της (2) γίνεται:  

ΑΕ2 = 2β2 -  + β2
αµ 2 + γ2 - 2   ή  ΑΕ2

αµ 2 = 3β2 + γ2 - 3 2
αµ

48.  i.  Ισχύει: ∆Ζ⋅∆P = ∆Β⋅∆A = (R - δ) (R + δ) 
= R2 - δ2 

Άρα ∆Ζ⋅∆Ρ = R2 - δ2 ή ∆Ζ = 
∆Ρ
δ - R 22

 (1) 

Οµοίως ΓΕ⋅ΓΡ = ΑΓ⋅ΓΒ = (R - δ) (R + δ) 
= R2 - δ2 

Άρα ΓΕ⋅ΓΡ = R2 - δ2 ή ΓΕ = 
ΓΡ
δ - R 22

 (2) 

Β

P

O
Γ

∆

Ε

Α

Ζ

δ δ

ii. Από τις (1), (2) έχουµε:

ΓΕ
ΓΡ  +

∆Ζ
∆Ρ  =

ΓΡ
δ - R

ΓΡ
22  + 

∆Ρ
δ - R

∆Ρ
22  = 22

2

δ - R
ΓΡ  + 22

2

δ - R
∆Ρ  =

22

22

δ - R
∆Ρ  ΓΡ +  = 22

2
2

δ - R
2

Γ∆  20Ρ +
 = 22

22

δ - R
2δ  2R +  = σταθ.
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49. Με εφαρµογή του γενικευµένου
Πυθαγορείου θεωρήµατος στο
τρίγωνο ΓΒ∆ έχουµε:
Γ∆2 = ΓΒ2 + Β∆2 + 2∆Β⋅ΑΒ =
2ΓΒ2 + 2ΓΒ⋅ΑΒ = 2ΓΒ (ΓΒ + ΑΒ) =
2ΓΒ (Β∆ + ΑΒ) = 2ΓΒ⋅Α∆

Γ

A Β ∆

50.  i. Με εφαρµογή του γενικευµένου 
Πυθαγορείου θεωρήµατος στο 

Α ∆ έχουµε:  
∆
B

  ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆2 - 2Β∆⋅Μ∆ 
  ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆ (Β∆ - 2Μ∆)    (1) 
  Αλλά:  
  Β∆ - 2Μ∆ = Β∆ - Μ∆ - Μ∆ =  

2
ΓB  - Μ∆ = ∆Γ          (2) 

Γ

A

B
M ∆

Ε

1

1

Ο

Από (1) και (2) έχουµε:  ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆⋅∆Γ (3) 
Αλλά  Α∆⋅∆Ε = Β∆⋅∆Γ (4) 
Από (3) και (4) έχουµε:  ΑΒ2 = Α∆2 + Α∆⋅∆Ε = Α∆ (Α∆ + ∆Ε) = Α∆⋅AΕ 

ii. Από τα Β, ∆, Ε περνά ένας κύκλος και το σηµείο Α είναι εξωτερικό του
σηµείο. Από τη σχέση ΑΒ2 = Α∆⋅ΑΕ έχουµε ότι το ΑΒ είναι εφαπτόµενο
στον κύκλο που ορίζεται από τα σηµεία ∆, Ε, Β.
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51. Ισχύει  ΑΓ⋅ΓΒ = ΓΕ⋅ΓΖ   (1)
Αλλά ΑΓ = 3ΓΒ
ΓΕ = ΕΟ - ΓΟ = 15 - 10 = 5 cm
ΓΖ = ΓΟ + ΟΖ = 10 + 15 = 25 cm
H σχέση (1) βάσει των παραπάνω γίνεται:
3ΓΒ⋅ΓΒ = 5⋅25  ή  3ΓΒ2 = 125  ή

ΓΒ =
3

125

Ε

Ζ

Ο

Β

Α

Γ

Αλλά  ΑΒ = ΑΓ + ΓΒ.   Άρα  ΑΒ = 4ΓΒ  ή  ΑΒ = 4
3

125  cm

52.  i.  Ρ Β ≈ Ρ Α (1)  γιατί 
∆
Α

∆
Γ

Ρ Γ = Α Γ (υπό χορδής και 
εφαπτοµένης) 

∧
Α

∧
B

∧
Ρ  =  (κοινή) 

∧
Ρ

Άρα ισχύει η (1)  
ii. Από την οµοιότητα έχουµε:

ΡΑ
ΡΒ  =

ΑΓ
ΑΒ  =

ΡΓ
ΡΑ   άρα

ΡΑ2 = ΡΒ⋅ΡΓ 

Γ

A

B

Ρ

Ο

Τότε: 
2

ΑΓ
ΑΒ







  = 

2

ΡΑ
ΡΒ







  = 2

2

ΡΑ
ΡΒ  =

ΡΓΡΒ
ΡΒ2

⋅
 = 

ΡΓ
ΡΒ
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53.  i.  Θα δείξουµε ότι το 
τετράπλευρο ΑΕ∆Β είναι 
εγγράψιµο σε κύκλο (1). Η 
πλευρά ΑΒ φαίνεται από τα 
∆, Ε µε γωνία ορθή. Άρα 
ισχύει η (1). Οµοίως τα 
ΑΖΗΕ, ΖΗ∆Β είναι 
εγγράψιµα σε κύκλο.  

ii. Θα δείξουµε ότι  
ΑΒ2 = ΒΗΒΕ + ΑΗ⋅Α∆

Γ

A

B

Ε

∆

Ζ
Η

Αφού από τα τετράπλευρα ΑΖΗΕ, ΖΗ∆Β περνά κύκλος ισχύει:
ΒΗ⋅ΒΕ = ΒΖ⋅ΑΒ, ΑΗ⋅Α∆ = ΑΖ⋅ΑΒ
Προσθέτουµε κατά µέλη τις παραπάνω σχέσεις και έχουµε:
ΒΗ⋅ΒΕ + ΑΗ⋅Α∆ = (ΒΖ + ΑΖ) ΑΒ  ή ΒΗ⋅ΒΕ + ΑΗ⋅Α∆ = ΑΒ2 

54. Ισχύει  ΓΕ2 = ΓΒ⋅ΓΖ
(2α)2 = α⋅ΓΖ  ή  ΓΖ = 4α
Αλλά ΖΒ = ΓΖ - ΒΓ = 4α - α = 3α

Το Α Ζ ορθογώνιο:
∆
B

(2R)2 = ΖΒ2 +ΒΑ2   ή
4R2 = (3α)2 + α2  ή  4R2 = 9α2 + α2  ή

R =
2
5 α  ή  R =

2
10 α

Γ

A

B

Ε

∆

O

Ζ

α

α

α

2α
3α

α
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55. ΡΑ = 9 cm, ΡΒ = 10 cm, ΡΓ = 15 cm
Ισχύει: ΡΑ⋅ΡΒ = Ρ∆⋅ΡΓ
9⋅10 = Ρ∆⋅15  ή  Ρ∆ = 6 cm
ΡΣ2 = Ρ∆⋅ΡΓ
ΡΣ2 = 6⋅15

ΡΣ = 109 ⋅ = 3 10 cm

A

B

Γ

∆

O

Σ

Ρ

56.  i.  Έστω (Ο1, R1), (Ο2, R2) οι δύο 
κύκλοι 

x y = 90°, άρα  O
∧
Α 1

∆
ΑO2 

ορθογώνιο 
(O1O2)2 = (O1Α)2 + (O2Α)2  ή 

(O1O2)2 = R1  + R   (1) 2 2
2

ii. ∆  = (O1O2)2 - R1

22

O
)R ,(O

2
2

)1(
=  R 2

1

Α

Ο2Ο1

y
x

57. Το τετράπλευρο ΒΓΣΣ΄ είναι

εγγράψιµο (Γ  = ΄ = 1L) σε
κύκλο, άρα ΑΓ⋅ΑΣ = ΑΒ⋅ΑΣ΄.
Αφού η ε σταθερή και ο κύκλος

(Ο,

∧ ∧
Σ

2
ΑΒ ) σταθερός, το γινόµενο

ΑΒ⋅ΑΣ΄ είναι σταθερό: ΑΓ⋅ΑΣ
= ΑΒ⋅ΑΣ΄ = σταθερό.

Β

Σ

O

Γ

Σ ΄

ε
Α
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58. Θα δείξουµε: ΡΒ2 = ΡΓ2 + ΒΓ⋅Β∆  (1)
ΡΓ2 = ΡΑ⋅ΡΒ ως εφαπτοµένη στον
(Ο, R)
Από την (1) έχουµε:
ΡΒ2 - ΡΓ2 = ΡΒ2 - ΡΑ⋅ΡΒ =  
ΡΒ (ΡΒ - ΡΑ) = ΡΒ⋅ΑΒ (2)
Αλλά ισχύει ΡΒ⋅ΑΒ = ΒΓ⋅Β∆, γιατί
το ΑΓ∆Ρ είναι εγγράψιµο σε κύκλο.

Β

∆

O

Γ

ΡΑ

Άρα η (2) γίνεται:  ΡΒ2 - ΡΓ2 = ΒΓ⋅Β∆  ή  ΡΒ2 = ΡΓ2 + ΒΓ⋅Β∆

59. Για κάθε σηµείο Μ έτσι ώστε

ΜΟ = δ ισχύει  = = ΟΜM
R) (O,∆ 2 - R2 = 

δ2 - R2 = σταθερό, δ > R.
O

Μ

60. Θα δείξουµε:  ΑΕ⋅ΕΒ + 2ΟΖ2 = R2

Ισχύει AE⋅EB = R2 - OE2   ή
AE⋅EB + OE2 = R2    (1)

Αλλά το ορθογώνιο τρίγωνο Ε Ο
∆
Z

 ( Z  = 90°) είναι και ισοσκελές, άρα ΕΖ = ΖΟ. 
∧

Από το Πυθαγόρειο θεώρηµα έχουµε:  

O
Η ΒΑ

Γ

Ζ
Ε

∆

45°
45°

ΟΕ2 = ΕΖ2 + ΖΟ2 = 2ΖΟ2. Άρα η σχέση (1) γίνεται: ΑΕ⋅ΕΒ + 2ΖΟ2 = R2  
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61. Έστω (O, R), (O΄, R΄) οι δύο
κύκλοι και ΜΑΒ η κοινή
τέµνουσα των δύο κύκλων.
Τότε ΜΚ2 = ΜΑ⋅ΜΒ και
ΜΛ2 = ΜΑ⋅ΜΒ
Άρα ΜΚ = ΜΛ.

Α

Ο΄Ο

Κ
Λ

Μ

Β

62.  i.  Ισχύει: ΑΜ⋅ΜΕ = ΒΜ⋅ΜΓ = 
4
α 2

,  

(αφού ΒΜ = ΜΓ = 
2
α )

ii.  Θεώρηµα διαµέσων στο Α Γ:
∆
B

  β2 + γ2 = 2  + 2
αµ

2
α 2

  (1)   ή  

Β

γ

O

Γ

β

Α

Ε

α
Μ

2 (β2 + γ2) = 4 µ  + α2
α

2  ή  α2 = 2 (β2 + γ2) - 4 2
αµ

Από (i) έχουµε:  ΑΜ⋅ΜΕ = 
4
α 2

= 
4

4µ - ) γ (β 2 2
α

22 +
 = 

2
 γ β 22 +  - µ 2

α
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63. i.  Πρέπει να δείξουµε ότι: ΑΜ2 + ΜΚ2 = R2  
  Αφού ΒΜ = MΓ, ΚΒ = ΚΓ, τότε KM ⊥ BΓ 

  Είναι ΑΜ = 
2
ΒΓ

 γιατί Α Γ ορθογώνιο

στην . 

∆
B

∧
A

  Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΚM Γ έχουµε:  
∆

  ΜΚ2 + ΜΓ2 = R2  ή 

Β

∆ Κ

Γ

Α

Ε

Μ

ΜΚ2 + 
2

2
ΒΓ







  = R2  ή  ΜΚ2 + ΑΜ2 = R2 (1) 

ii. Εφαρµόζουµε το θεώρηµα διαµέσων στο Α Κ:

ΑΜ

∆
M

2 + ΚΜ2 = 2∆Μ2 + 
2

AK 2

  (ΑΚ σταθερό)  (2) 

Από (1) και (2) έχουµε: R2 - 
2

AK 2

 = 2∆Μ2  ή  ∆Μ = 
4

AK -
2

R 22

 = 

σταθερό 

64. Το ΑΒΓ∆ είναι εγγεγραµµένο στον
ίδιο κύκλο. Οι προεκτάσεις των ΑΒ,
∆Γ τέµνονται στο Λ, οι προεκτάσεις
των Α∆, ΒΓ στο Κ, καθώς και οι
διαγώνιες του τετραπλεύρου ΑΓ, Β∆
στο  Μ. Έτσι οι δυνατές σχέσεις που
συνδέουν τις αποστάσεις των
σηµείων τοµής από τα Α, Β, Γ, ∆
είναι οι παρακάτω:
α) ΜΑ⋅ΜΓ = ΜΒ⋅Μ∆
β) ΚΑ⋅Κ∆ = ΚΒ⋅ΚΓ
γ) ΛΑ⋅ΛΒ = Λ∆⋅ΛΓ

Β

∆

Ο

Γ

Α

ΜΚ

Λ
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65. Εφαρµόζουµε το 1ο θεώρηµα

διαµέσων στα τρίγωνα Ρ ∆,

Ρ Γ και έχουµε:

∆
B

∆
A

ΡΒ2 + Ρ∆2 = 2ΡΟ2 + 
2

B∆2

 (1)

ΡΑ2 + ΡΓ2 = 2ΡΟ2 + 
2

Α 2Γ  (2) Β

∆

Γ

Α

Ρ

Ο

Προσθέτουµε κατά µέλη τις (1), (2): ΡΑ2 + ΡΒ2 + ΡΓ2 + Ρ∆2 = 

4ΡΟ2 + 
2
Β∆  Α 22 +Γ = 4R2 + 

2
Β∆  Α 22 +Γ = σταθερό, αφού οι διαγώνιες  

ΑΓ, Β∆ του παραλληλογράµµου είναι σταθερά ευθύγραµµα τµήµατα.  
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