
1. α) ΑΒ  + ΑΓ  = Α∆  όπου Α∆  η διαγώνιος του
παραλληλογράµµου µε πλευρές ΑΒ, ΑΓ, Γ∆, 

∆Β και ΑΜ  = 
2
1  Α∆ . Μ ΓΒ

Ν

Α

β) ΜΝ  = ΓΝ  - ΓΜ  = 1
2

(ΓΑ  - ΓΒ ) = 1
2

 ΒΑ  

2. ΑΑ΄ + ΒΒ΄= ΑΜ  + ΜΜ΄+ Μ΄Α΄ + BΜ  + ΜΜ΄  + ΄M΄Β = 2ΜΜ΄

3. α) ∆A + ΒA = 2 NA  (1) 

ΒΓ  + ∆Γ  = 2 NΓ  (2) 

Ακόµη: ΒΑ+ Α∆  + ∆Γ  + ΓΒ  = 0 (3)  
Από (1), (2) µε πρόσθεση και λόγω της (3) 
προκύπτει η (α). 

β) Πρόσθεση των (1), (2). 

Μ

Γ

Β

Ν

Α

∆

4. ΜΓ  = Μ∆  + ∆Γ  = ∆Α  + ∆Γ

ΓΝ  = ΓB  + ΒΝ  = ∆Α  + ∆Γ ,

άρα  ΜΓ = ΓΝ .
Γ

Μ

ΒΑ

∆
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5. Αν  = 1
∧
A L  τότε  β ⋅ γ  = 0  

Ακόµη  AM = 
2
1  (β  + γ ), άρα 4 AM  = β 2 + γ 2 = α 2,  

άρα AM  = 
2
1 α . 

Μ

Γ

Β

Α

α

β

γ

 
 

6.  Έστω ΑΒ  = α   και  ∆Γ  = κα .  

Τότε  2ΜΝ  = ΜΒ  + ΜΓ  =  ΜΑ + α  + Μ∆  + κα  = (κ + 1) α ,  

άρα  ΜΝ  = 
2

1 κ +  α , δηλαδή ΜΝ  // ΑΒ .  

 

7.  Αφού  = 1
∧
A L  άρα ΑΒ ⋅ΑΓ  = 0.  Ακόµη ΒΓ  = ΑΓ  - ΑΒ ,  

άρα 
2

ΒΓ = 
2

ΑΓ + 
2

ΑB .  

 
 

8.   ΑΒ  = Α∆  + ∆Β  (1)  ΑΒ  = ΑΓ  + ΓΒ  (2) 
Πολλαπλασιασµός των (1), (2) και χρήση των ισοτήτων   

Α∆ ⋅ΒΓ  = 0  και  ΑΒ ⋅ΑΓ  = 0 
 

9.  Ισχύει ΑΒ  = Α∆  + ∆Β  (1) 

και ΑΒ ⋅ΑΓ  = 0 

ΑΓ  = Α∆  + ∆Γ   (2) 

και Α∆ ⋅∆Β  = 0, Α∆ ⋅∆Γ  = 0 
και πολλαπλασιάζουµε τις (1), (2) κατά µέλη. 

∆ ΓΒ

Α

 

 

10.   α)  Ισχύει ΑΒ  + ΑΓ  = 2ΑM  (1) 
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Ακόµη  ΑΒ  - ΑΓ  = ΓB   (2) 
Υψώνουµε στο τετράγωνο τα µέλη των (1), (2) και προσθέτουµε κατά µέλη.  

β)  Ισχύουν  ΑΒ  = ΑM  + MΒ  (1) 

  ΑΓ  = ΑM  + MΓ   (2) 

ενώ   ΑM ⋅MΒ = - ΑM ⋅MΓ  (3) 

και   ΑM ⋅MΓ = MΓ ⋅M∆  =  

  
2
ΒΓ  ⋅ M∆   (4) 

∆ ΓΒ

Α

M
 

Αν υψωθούν στο τετράγωνο οι (1), (2) και µετά αφαιρεθούν κατά µέλη, τότε 
βάσει των (3), (4) προκύπτει η ζητούµενη. 
 

12.   ΑΒ  + Α∆  = ΑΓ   και   ΑM  = 
4
3  ΑΓ  

 

13.  α)  Ισχύει Α∆  = 2ΒΓ  = 2β , άρα  

Γ∆  = ΓΒ  + ΒΑ  + Α∆  = β  - α  

και ΑΒ ⋅ΑΓ  = 0 

β) Ισχύει ΑΓ  = α  + β , Α∆  = 2β , ΑE  = B∆  = 

ΒΓ  + Γ∆  = β  + (β  - α ) και πρόσθεση όλων 

κατά µέλη. 
∆

Γ

ΒΑ

E

Z

 

14.   Α∆  + ΒΓ  = ΑΓ  + Γ∆  + B  + ∆ ∆Γ  = ΑΓ  + B∆  
 
 

15.   P  + Α PΒ  + Ρ∆  + 2ΑΒ  = ( PΒ  + BA ) + PΒ  + ( PΓ  + Γ∆ ) + 2ΑΒ  =  

2 PΒ  + PΓ  + ΑΒ  + Γ∆  = 0  αφού PΓ  = - 2 P  και Β ΑΒ  + Γ∆  = 0  λόγω 
παραλληλογράµµου.  
 

16.   2 KΛ  = Κ∆  + ΚΓ  = ΚΑ  + Α∆  + ΚB  + ΒΓ  = Α∆  + ΒΓ   
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17.   P  + Α PΒ  + PΓ  = 0 , άρα  PΒ+ PΓ  = ΑP . Αν Μ το µέσο της ΒΓ τότε 

2 PM  = ΑP  (1)  
 Άρα το Ρ βρίσκεται πάνω στη διάµεσο ΑΜ και λόγω της (1) είναι το κέντρο 

βάρους.  
 
 

18.  α)  ∆Ε  = ΑΕ  - Α∆  = 
4
1  (α  + β ) - β  

∆Ζ  = ΑΖ  - Α∆  -  
4
3  (α  + β ) - β  

Γ

E

Β

Z

Α

∆

α

β

 

β) ΖΒ  = ΓΒ - ΓΖ  = - β  - [-
4
1  (α  + β )] = ∆Ε  

 

19.  Από τη δοσµένη σχέση προκύπτει: 2 PA  + 3 PB  - 2 ΡΓ  - 3 ΡΓ  =  0    άρα   

2 ( PA  - ΡΓ ) = 3 ( ΡΓ  - PB ),  δηλαδή  ΓΑ  // BΓ . 
 
 

21. 21MM  = (- b, - a),  32MM  = (2b, 2a),  ;ara 21MM  // 32MM  

 

22.  Από τη δοσµένη σχέση προκύπτει: O  - Γ ΟΑ  = λ (ΟΒ  - ΟΑ ) άρα   

ΑΓ  = λ ΑΒ ,  δηλαδή  ΑΓ // ΑΒ . 
 
 

23.  α)  1AA  + 1BB  + 1ΓΓ  =  

  Α  + G 1GG   + 11AG  + BG  + 1GG  + 11BG  + ΓG  + 1GG  + 11ΓG  = 0  

  αφού GΑ  + GΒ  + GΓ  = 0   και  11AG  + 11BG  + 11ΓG  = 0  

β) Με βάση την (α), αν 1AA  + 1BB  + 1ΓΓ  = 0 , τότε 1GG  = 0 , δηλαδή 
συµπίπτουν τα G, G1.  
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24.   Σ  + A ΣΒ  = 2ΣΚ ,  ΣA  + ΣΓ  = 2ΣΛ ,  ΣΒ  + ΣΓ  = 2ΣΜ   
και πρόσθεση κατά µέλη.  
 
 

25.  α)  ∆Ζ  = ΑΖ  - Α∆  = 
5
4  ΑΓ  - 

3
2  ΑΒ    

∆Ε  = B  - Ε Β∆  = 2 (ΑΓ  - ΑΒ ) + 
3
1  ΑΒ  = 2 ΑΓ - 

3
5 ΑΒ  

β) Ισχύει ∆Ε  = 
2
5 ∆Ζ , άρα ∆Ε // ∆Ζ .  

 
 

26.  Η δοσµένη σχέση γράφεται:  (κ + 2) PA  + 3 PΒ  = (κ + 2) ΡΓ + 3 ΡΓ , άρα  

(κ + 2) ΓΑ  = 3ΒΓ , άρα ΓΑ  // ΒΓ . 
 
 

27.  3ΒΛ  = 3ΒΑ  + 3ΑΛ ,  2ΜΒ = 2ΜΑ  + 2ΑΒ  και  ΒΚ  = ΒΑ  + ΑΚ , οπότε 
η δοσµένη γίνεται:   

5ΑΛ  + 3ΜΑ  - 2ΑΚ  = 0   ή  3ΑΛ  + 2ΑΛ  + 3ΜΑ - 2ΑΚ  = 0 ,  

άρα 3ΜΛ  = 2ΛΚ , άρα ΚΛ , ΜΛ  αντίρροπα.  
 
28.  Έστω Α (x1, y1) και Β (x2, y2) , τότε το µέσο Μ του ΑΒ έχει τετµηµένη 

2
 x x 21 +  = 7, άρα x1 + x2 = 14, όµως x1, x2 οι ρίζες της εξίσωσης, άρα  

λ2 - 5λ + 20 = 14, δηλαδή λ = 3  ή  λ = 2. 
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30.  ΑB  = (- 4, 2)  ΒΓ  = (- 1, - 2)  ΑΓ  = (- 3, 4) 

Παρατηρούµε ότι ΒΓ ⋅ΑB  = 0, άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο Β. 
 
 

31.  Έστω Μ (x, 0) το ζητούµενο σηµείο. Τότε:  

α) ΜΑ  = ΜΒ ,  άρα (x - 3)2 + 4 = (x - 7)2 + 16  

β) ΜΑ ⋅ΜΒ = 0 
 
 

35.  Αν (x, y) το ζητούµενο σηµείο, τότε ισχύει: 
3

 x 1  3 ++  = 3  και  
3

y  2  0 ++  = 2. 

 
 

37.  α) 2 3   β) 12    γ) 12 + 4 3  

δ) 34  12 +   ε) 8α 2 - 15β 2 + 2α β  
 
 

38.  |α  + β  + γ |2 = α 2 + β 2 + γ 2 + 2 (α β  + α γ  + β γ )  
 
 

40.  Αν ω η ζητούµενη γωνία τότε:  

συνω = 
α  α - β

α  )α - β(

⋅

⋅
,  αλλά  )α - β( ⋅ α  = α β  - α 2 = 4 - 4 = 0,  

άρα συνω = 0, δηλαδή ω = 
2
π . 

41.  
2

β α + = α 2 + β 2 + 2α β  = 2 + 2συνθ = 2 (1 + συνθ) = 4συν2 
2
θ ,  άρα 

β α +  = 2 
2
θ συν . 

 

 55

Διανύσματα Απαντήσεις - υποδείξεις στις ερωτήσεις ανάπτυξης



42. Ισχύουν α β  = 0,  α 2 - 3β 2 - 2α β  = 0  και  α 2 + β 2 - 2 α β  = 4 

 
 

44.  3 v  - 5 u  = (22, - 24), αν w  = (x, y), τότε πρέπει 22x - 24y = 0   (1) 

δηλαδή υπάρχουν άπειρα διανύσµατα w  των οποίων οι συντεταγµένες 
ικανοποιούν την (1).  

 
 

45.  α β  = 
2
1  και ισχύει: x  = κ (α  + β ) και  β  (α  + x ) = 0, άρα β α  + β x  = 0, 

δηλαδή 
2
1  + β  [κ (α  + β )] = 0, άρα 

2
1  + 

2
κ  + κ = 0, οπότε κ = - 

3
1 . 

 
 

46.  Έστω β 1 = (x1, y1) και 2
1  και β  = (x2, y2) οι συνιστώσες. Τότε ισχύει:  

β 1 + β 2 = β   (1),      β 1β 2 = 0 (2)  και  β 2  //  α   (3)  

οπότε προκύπτει το σύστηµα:    

0  y  x

0  yy  xx

10  y  y

5   x x

22

2121

21

21

=+

=+

=+

=+

 

Το σύστηµα δίνει για λύση x2 = y2 = 
2

15  και x1 = - 
2
5 ,  y1 = 

2
5 . 

 

47.  Πολλαπλασιάστε και τα δύο µέλη µε α . 
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48.  α)  βα ⋅ = α ⋅ β ⋅ συνω  = α ⋅ β ⋅ συνω  ≤ α ⋅ β   όπου ω η γωνία των α , β . 

β) Θεωρούµε τα διανύσµατα α  = (6, -8) και β  = (x, y). Τότε α β  = 6x - 8y, 

άρα από το (α) ισχύει |6x - 8y| ≤ 6⋅10, άρα - 60 ≤ Α ≤ 60.  

γ) Θεωρούµε τα διανύσµατα α  = (6, -8) και β  = (ηµx, συνy). Τότε β  = 1, 

άρα |6ηµx - 8συνy| ≤ 6 < 10.  
 
 

49.  Η δοσµένη σχέση γράφεται: ( AB  + ΑΓ ) ΑΜ  = 0, όµως ΑΒ + ΑΓ  = 2Α∆  

(Α∆ διάµεσος), άρα ισχύει Α∆ ⋅ΑΜ  = 0, δηλαδή ΑΜ  ⊥ Α∆ , άρα το Μ 
κινείται σε ευθεία κάθετη στην Α∆ στο σηµείο Α.  
 

 

50.  α β  = 2
β

xβ ⋅
 ⋅  β ⋅β  - x ⋅β  = β ⋅ x  - x ⋅β  = 0 

 
 

54.  α)  (λα  + κβ ) (κα  - 2λβ ) = 0, οπότε για λ = 0  και  κ = 1 προκύπτει α β  = 0. 

β) Για κ = λ = 1 προκύπτει (α  + β ) (α  - 2β ) = 0  ή α 2 - α β  + 2β 2 = 0 και 

µε βάση την (α)   β 2 = 2  ή  β  = 2 .  
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55.  Από τις δοσµένες σχέσεις έχουµε:  

α 2 + β 2 + 2α β  = α 2 

α 2 + β 2 + 2α β  = β 2   δηλαδή 

2α β  = - α 2 = - β 2,  άρα   
2

β -α = α  + β 2 - 2α β  = 2α 2 + α 2 = 3α 2 

 
 

56.  (α  + β  + γ )2 = 0, άρα α 2 + β 2 + γ 2 + 2 (α β  + β γ  + α γ ) = 0, άρα  

α β  + β γ  + α γ  = - 19. 
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